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5Seznam hlavn´ıch znacˇen´ı
Oznacˇen´ı Jednotky Popis
r,ϕ, z - va´lcovy´ sourˇadnicovy´ syste´m
α rad u´hlove´ natocˇen´ı struny
β rad fa´zovy´ posuv
γ - pomeˇr vlastn´ıch frekvenc´ı
δ - Diracova funkce
η - pomeˇrny´ u´tlum
ϕ rad u´hlova´ sourˇadnice, u´hel definuj´ıc´ı segment
λ - vlnove´ cˇ´ıslo, vlastn´ı cˇ´ıslo
µ kg m−1 meˇrna´ hmotnost
ξ - pomeˇrna´ frekvence
pi - Ludolfovo cˇ´ıslo
σ Pa napeˇt´ı
χ - parametr vybuditelnosti
ψ rad fa´zovy´ posun
ωb rad s
−1 u´hlova´ bud´ıc´ı frekvence
ωk rad.s
−1 k-ta´ u´hlova´ vlastn´ı frekvence
Ω rad .s−1 u´hlova´ rychlost ota´cˇen´ı
c m s−1 vlnova´ rychlost
f Nm−1 s´ıla na jednotkovou de´lku struny, bud´ıc´ı s´ıla
i - imagina´rn´ı jednotka
k Nm−1 tuhost
m kg hmotnost
n - pocˇet segment˚u periodicke´ struktury
q m zobecneˇna´ sourˇadnice, deformace struny
r m polomeˇr stocˇene´ struny
x m deformace struktury
t s cˇas
u - moda´ln´ı sourˇadnice
v - vlastn´ı vektor
Ek J kineticka´ energie
Ep J potencia´ln´ı energie
F N bud´ıc´ı s´ıla
6Oznacˇen´ı Jednotky Popis
I kgm2 moment setrvacˇnosti
M0 Nm bud´ıc´ı moment
ND - pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u
Re Pa mez kluzu
Rm Pa mez pevnosti
T N prˇedep´ınac´ı s´ıla struny
U m vlastn´ı funkce
Λ - spektra´ln´ı matice
B - matice tlumen´ı
D - matice tlumen´ı
G - matice gyroskopicke´ho momentu
H - transformacˇn´ı matice
I - jednotkova´ matice
K - matice tuhosti
K0 - matice tuhosti zahrnuj´ıc´ı vliv vyztuzˇen´ı syste´mu
M - matice hmotnosti
T - transformacˇn´ı matice
V - moda´ln´ı matice
F - Laplace˚uv obraz s´ıly
G - Laplace˚uv obraz impulzn´ı funkce
Q - Laplace˚uv obraz odezvy

8 U´vod
1 U´vod
Turbosoustroj´ım se rozumı´ mechanicke´ rotacˇn´ı zarˇ´ızen´ı, ktere´ bud’ zpracova´va´
tlakovou energii me´dia a prˇetva´rˇ´ı ji na mechanickou pra´ci nebo naopak. Tlakova´
energie me´dia se meˇn´ı expanz´ı na kinetickou energii, ktera´ je pak prˇeda´va´na na
lopatky stroje. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe tok me´dia je rovnobeˇzˇny´ s osou rotace stroje, mluv´ıme
o takzvany´ch axia´ln´ıch turbosoustroj´ıch. Pokud tok me´dia je kolmy´ na osu rotace
stroje, jedna´ se pak o radia´ln´ı turbosoustroj´ı . V te´to pra´ci se budeme zaby´vat pouze
problematikou axia´ln´ıch turbosoustroj´ı. Mezi turbosoustroj´ı patrˇ´ı naprˇ´ıklad parn´ı a
spalovac´ı turb´ına nebo kompresor. Tyto typy stroj˚u jsou slozˇeny ze statorovy´ch a
rotacˇn´ıch celk˚u, jak naznacˇuje obra´zek 1.1.
Obra´zek 1.1: Sche´maticky´ obra´zek axia´ln´ıho stupneˇ turbiny
Rotacˇn´ı cˇa´sti turbosoustroj´ı jsou z pohledu spolehlivosti a bezpecˇnosti provozu
vystaveny extre´mn´ımu staticke´mu, ale i dynamicke´mu zat´ızˇen´ı. Jedna´ se hlavneˇ
o obeˇzˇne´ lopatky a disky rotor˚u. Vlastn´ı lopatka se obecneˇ skla´da´ z listu, nozˇky
a banda´zˇe. Rozezna´va´me neˇkolik typ˚u za´veˇs˚u jako je T za´veˇs, vidlicˇkovy´ za´veˇs a
stromecˇkovy´ za´veˇs. Listy lopatek mohou by´t r˚uzneˇ tvarovane´, a proto je deˇl´ıme na
prizmaticke´ a zkroucene´. Take´ banda´zˇ mu˚zˇe by´t r˚uzneˇ konstrukcˇneˇ rˇesˇena, a tak
rozliˇsujeme integra´ln´ı banda´zˇ, ktera´ je soucˇa´st´ı listu, a da´le pak ny´tovanou banda´zˇ,
ktera´ je k listu prˇipevneˇna pomoc´ı ny´t˚u.
Z pohledu staticke´ho zat´ızˇen´ı je lopatka vystavena odstrˇedive´ s´ıle a da´le pak
tlakove´ s´ıle me´dia. Tyto slozˇky zat´ızˇen´ı jsou relativneˇ jednodusˇe predikovatelne´ na
rozd´ıl od dynamicky´ch sil interaguj´ıc´ıch s olopatkovany´m diskem.
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Hlavn´ım zdrojem dynamicke´ho buzen´ı lopatek je nerovnomeˇrne´ tlakove´ pole,
ktere´ je zp˚usobeno u´plavy za jednotlivy´mi rozva´deˇc´ımi lopatkami. Takte´zˇ r˚uzne´
nerovnomeˇrnosti po obvodeˇ proudove´ho pole mohou vykazovat zdroj buzen´ı ( deˇl´ıc´ı
rovina rozva´deˇc´ıch kol, odbeˇry pa´ry , parcia´ln´ı ostrˇik atd.). Vibrace rotoru torzn´ı cˇi
prˇ´ıcˇne´ mohou by´t take´ zdrojem buzen´ı.
Prˇi na´vrhu olopatkovane´ho disku je kladen hlavn´ı d˚uraz na spolehlivy´, bezpecˇny´
a klidny´ provoz stroje. Z tohoto d˚uvodu je kladen znacˇny´ pozˇadavek na dynamicke´
odladeˇn´ı olopatkovane´ho disku a take´ na intenzitu dynamicky´ch odezev.
1.1 Dynamika olopatkovany´ch disk˚u
Problematikou dynamiky olopatkovany´ch disk˚u se jako prvn´ı zacˇal zaby´vat na
zacˇa´tku 20-ty´ch let minule´ho stolet´ı Campbell [2]. Snazˇil se pochopit rezonancˇn´ı
stavy u rotacˇneˇ periodicky´ch struktur. Prˇed n´ım vsˇak jizˇ Stodola [1] sestavil za´kladn´ı
krite´ria na´vrhu samotne´ lopatky z pohledu dynamicke´ho chova´n´ı. Na´sledneˇ se uka´zalo,
zˇe je nutne´ analyzovat chova´n´ı cele´ho olopatkovane´ho disku nikoliv jen samotne´
lopatky, jak ve sve´m d´ıle doka´zal Campbell [2]. Prohl [4] ve sve´m d´ıle zavedl pojem
rezonancˇn´ı faktor, ktery´ charakterizuje velikost rezonancˇn´ı odezvy v za´vislosti na
pocˇtu lopatek ve svazku a da´le na pomeˇru pocˇt˚u rozva´deˇc´ıch a obeˇzˇny´ch lopatek.
Jeho pra´ce pak byla da´le rozsˇ´ıˇrena Saitem [5] . V dnesˇn´ı dobeˇ se vsˇak od svazkova´n´ı
lopatek upousˇt´ı a nahrazuje se kontinua´ln´ı vazbou.
Vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı rotuj´ıc´ıch disk˚u a lopatek byl nejdrˇ´ıve prova´deˇn
na za´kladeˇ analyticky´ch vztah˚u [6], [4]. Ewins [7] na za´kladeˇ vy´pocˇt˚u a experi-
mentu oveˇrˇil, zˇe olopatkovany´ disk vykazuje mnohem v´ıce vlastn´ıch tvar˚u a frekvenc´ı
nezˇ samotna´ lopatka a zavedl takzvany´ interferencˇn´ı diagram, kde je prova´zanost
mezi lopatkou a diskem dobrˇe rozpoznatelna´. Zavedl take´ pojem rodina vlastn´ıch
tvar˚u, cozˇ je skupina tvar˚u, ktere´ vykazuj´ı stejny´ charakter kmita´n´ı a liˇs´ı se pouze
uzlovy´m pr˚umeˇrem. Ewins jizˇ prova´deˇl vy´pocˇty na za´kladeˇ metody konecˇny´ch prvk˚u
(MKP). Lopatky modeloval nosn´ıkovy´mi prvky a disk skorˇepinovy´mi prvky. Velkou
nezna´mou byla tuhost upevneˇn´ı lopatky v disku. Ta byla zjiˇst’ova´na na za´kladeˇ
meˇrˇen´ı a v MKP vy´pocˇtech modelova´na jako pruzˇina. Proble´m spra´vne´ho uchycen´ı
lopatky na disk z pohledu tuhosti spojen´ı je sta´le velka´ nezna´ma´ a to i v prˇ´ıpadeˇ,
kdy lopatky a disk modelujeme pomoc´ı 3D objemovy´ch prvk˚u. To plat´ı zvla´sˇteˇ u
kra´tky´ch lopatek vysokotlaky´ch a strˇedotlaky´ch d´ıl˚u, kde tuhost ulozˇen´ı je prak-
ticky totozˇna´ s ohybovou tuhost´ı lopatky. Chyba vy´pocˇtu roste s frekvencˇneˇ vysˇsˇ´ım
tvarem kmitu lopatky. Tuhost uchycen´ı lopatky je do znacˇne´ mı´ry nelinea´rn´ı, jelikozˇ
se veˇtsˇinou jedna´ o kontaktn´ı tuhost. Vy´robn´ı tolerance lopatky a disku da´le take´
ovlivnˇuj´ı tuto vazebn´ı tuhost.
Velka´ neurcˇitost v tuhosti vazby lopatka disk vede neˇktere´ vy´robce k tomu, zˇe
vlastn´ı frekvence kra´tky´ch lopatek nepocˇ´ıtaj´ı a spole´haj´ı se na konstrukcˇn´ı prove-
den´ı jejich olopatkovany´ch disk˚u. Hlavn´ım principem je vne´st do syste´mu prˇ´ıdavne´
tlumen´ı ve formeˇ trˇen´ı sousedn´ıch lopatek. Toto opatrˇen´ı ma´ umozˇnit provoz lopatek
i v rezonanci.
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V prˇ´ıpadeˇ dlouhy´ch lopatek je situace s vy´pocˇtem vlastn´ıch frekvenc´ı mnohem
prˇ´ızniveˇjˇs´ı. Ohybova´ tuhost dlouhy´ch koncovy´ch lopatek je minima´lneˇ ovlivnˇova´na
tuhost´ı ulozˇen´ı lopatky. Tyto lopatky maj´ı vlastn´ı frekvence velmi n´ızke´ a je za-
potrˇeb´ı je prˇi na´vrhu odlad’ovat v˚ucˇi neˇkolika prvn´ım harmonicky´m frekvenc´ım.
Ewins [8],[9],[10] se da´le zaby´val proble´mem rozladeˇny´ch disk˚u z pohledu ve-
likosti amplitudy kmita´n´ı lopatek. Na za´kladeˇ Ewinsovo i jiny´ch prac´ı nelze ucˇinit
jednoznacˇny´ za´veˇr, zdali vlivem rozladeˇn´ı docha´z´ı k pon´ızˇen´ı amplitud odezev. Vzˇdy
to za´vis´ı na konkre´tn´ım prˇ´ıpadu rozladeˇn´ı a buzen´ı. V mnoha prˇ´ıpadech se ukazuje,
zˇe rezonancˇn´ı amplitudy kmita´n´ı jsou nizˇsˇ´ı u rozladeˇny´ch struktur. V te´to pra´ci se
problematikou rozladeˇny´ch disk˚u nebudeme zaby´vat.
1.1.1 Rotacˇneˇ periodicka´ symetrie olopatkovany´ch disk˚u
Jelikozˇ olopatkovane´ disky obsahuji mnohdy velky´ pocˇet lopatek (azˇ neˇkolik set),
vyvsta´va´ proble´m s numerickou na´rocˇnost´ı dynamicky´ch analy´z. V prˇ´ıpadeˇ, kdy jsou
lopatky modelova´ny pomoc´ı nosn´ıkovy´ch prˇ´ıpadneˇ skorˇepinovy´ch prvk˚u je na´rocˇnost
na vy´pocˇetn´ı techniku akceptovatelna´. Pokud je vsˇak olopatkovany´ disk modelova´n
pomoc´ı objemovy´ch prvk˚u, je jizˇ numericka´ na´rocˇnost vy´pocˇtove´ho modelu natolik
rozsa´hla´, zˇe je nutne´ uvazˇovat o mozˇnosti redukce stupnˇ˚u volnosti dane´ho proble´mu.
Jednou z mozˇnost´ı je vyuzˇit´ı periodicity na´mi uvazˇovane´ho olopatkovane´ho disku. Jizˇ
v roce 1979 prˇiˇsel Thomas [18] s teori´ı, jak modelovat pouze jeden segment rotacˇneˇ
periodicke´ struktury a t´ım vy´znamneˇ sn´ızˇit vy´pocˇtovou na´rocˇnost. Thomas zava´d´ı
rotacˇneˇ periodickou podmı´nku symetrie pomoc´ı n´ızˇ a modelu jednoho segmentu je
schopen popsat chova´n´ı cele´ rotacˇneˇ periodicke´ struktury. Svou teorii aplikuje prˇi
dynamicke´ analy´ze betonove´ chlad´ıc´ı veˇzˇe elektra´rny. V roce 1981 Wildheim [19]
aplikuje stejnou teorii prˇi dynamicke´ analy´ze rotuj´ıc´ı struktury s uvazˇova´n´ım cor-
riolisovy´ch sil. V by´vale´m Cˇeskoslovensku jako prvn´ı zminˇovanou metodu aplikoval
v roce 1982 Kra´sny´ [11].
Prˇi na´vrhu koncovy´ch n´ızkotlaky´ch lopatek parn´ıch turbin je k zjiˇsteˇn´ı moda´ln´ıch
vlastnost´ı olopatkovany´ch disk˚u vyuzˇ´ıva´na rotacˇneˇ periodicka´ symetrie. Vy´pocˇtem
charakteristik vlastn´ıho kmita´n´ı olopatkovany´ch disk˚u parn´ıch turbin s vyuzˇit´ım
rotacˇn´ı periodicity se zaby´va´ pra´ce Polacha [3], kde zminˇovanou metodu aplikuje
prˇi vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı lopatky Skoda 1080mm s ”cik-cak”vazbou. Firma
Mitsubishi v roce 2005 vyvinula koncovou lopatku o de´lce 1220mm a pro vy´pocˇty
moda´ln´ıch vlastnost´ı vyuzˇila periodicity syste´mu [21]. Podobneˇ i firma Hitachi v
roce 2002 uverˇejnila cˇla´nek [22], ve ktere´m prezentuje vy´voj koncovy´ch lopatek a pro
vy´pocˇty jejich dynamicke´ho chova´n´ı aplikuje podmı´nky rotacˇneˇ periodicke´ symetrie.
1.1.2 Buzen´ı olopatkovany´ch disk˚u a vynucene´ kmita´n´ı
Olopatkovane´ disky turbosoustroj´ı jsou vystaveny mnoha typ˚um bud´ıc´ıch u´cˇink˚u,
ktere´ vznikaj´ı jako d˚usledek vlastn´ıho provozu teˇchto stroj˚u. Jedna´ se o u´cˇinky
Dynamika olopatkovany´ch disk˚u 11
proud´ıc´ıho me´dia, ktere´ obte´ka´ dane´ lopatkove´ mrˇ´ızˇe. Dalˇs´ım zdrojem buzen´ı mu˚zˇe
by´t rotorove´ chveˇn´ı, ktere´ se beˇzˇneˇ vyskytuje za provozu. U turbin, ktere´ slouzˇ´ı
k vy´robeˇ elektricke´ energie pomoc´ı genera´toru, se mohou objevit bud´ıc´ı u´cˇinky
vznikaj´ıc´ı v d˚usledku neoptima´ln´ıho provozu dane´ho genera´toru. Vy´sˇe uvedene´ zdroje
buzen´ı maj´ı za na´sledek vznik odezev, ktere´ jsou pro dany´ typ buzen´ı specificke´.
Stanoven´ı bud´ıc´ıch u´cˇink˚u je znacˇneˇ obt´ızˇny´ proces. Pro jejich urcˇen´ı je mozˇne´
pouzˇit´ı numericky´ch metod, ktere´ nejsou vzˇdy prˇesne´, nebot’ nemohou postihnout
vsˇechny aspekty fyzika´ln´ıch deˇj˚u odehra´vaj´ıc´ıch se v lopatkove´m kana´lu. Jsou vsˇak
jedinou mozˇnost´ı, jak predikovat bud´ıc´ı u´cˇinky u noveˇ navrhovany´ch stroj˚u. Pro
stanoven´ı dynamicke´ho zat´ızˇen´ı obeˇzˇny´ch lopatek od nerovnomeˇrne´ho tlakove´ho
pole za rozva´deˇc´ı mrˇ´ızˇ´ı da´vaj´ı tyto CFD ( computation fluid dynamics) vy´pocˇty
postacˇuj´ıc´ı vy´sledky. Jejich na´rocˇnost na vy´pocˇetn´ı cˇas je vsˇak znacˇna´, nebot’ se
jedna´ o v cˇase promeˇnny´ deˇj , ktery´ je nutne´ rˇesˇit iteracˇn´ımi metodami. Dalˇs´ım
zp˚usobem jak zjistit bud´ıc´ı u´cˇinky je experimenta´ln´ı meˇrˇen´ı. Toho se veˇtsˇinou vyuzˇ´ıva´
v prˇ´ıpadeˇ vy´skytu provozn´ıch proble´mu˚, ale take´ prˇi testova´n´ı prototypovy´ch zarˇ´ızen´ı.
Bohuzˇel v prˇ´ıpadeˇ experimenta´ln´ıho meˇrˇen´ı aerodynamicke´ho buzen´ı je obt´ızˇne´
zmapovat cele´ proudove´ pole a i zde se setka´me s mnoha omezen´ımi.
Z vy´sˇe uvedeny´ch d˚uvod˚u se v literaturˇe veˇtsˇinou setka´me s analy´zami vynu-
cene´ho kmita´n´ı pro testovac´ı rotacˇneˇ periodicke´ struktury, kde zdrojem buzen´ı jsou
veˇtsˇinou AC elektromagnet cˇi tryskaj´ıc´ı vzduch. Pra´ce Severa [30] se zaby´va´ mimo
jine´ porovna´n´ım dynamicke´ho chova´n´ı experimenta´ln´ıho zjednodusˇene´ho olopatko-
vane´ho kola a jeho numericke´ho modelu a to ve formeˇ amplitudo frekvencˇn´ıch
charakteristik (jedna´ se o model olopatkovane´ho kola s trˇec´ı vazbou). Ojedineˇle´
porovna´n´ı vy´sledk˚u vynucene´ho kmita´n´ı impeleru radia´ln´ıho kompresoru z´ıskany´ch
na za´kladeˇ MKP modelu a meˇrˇen´ı na rea´lne´m d´ıle je prezentova´no v publikaci
Dickmanna [31]. Autor nejprve numericky simuloval proudeˇn´ı v lopatkove´ mrˇ´ızˇi a
na´sledneˇ z´ıskane´ nestaciona´rn´ı tlakove´ pole aplikoval na MKP model radia´ln´ıho im-
peleru a da´le pak provedl harmonickou analy´zu vynucene´ho kmita´n´ı ve frekvencˇn´ı
oblasti.
Beˇhem posledn´ıch deseti let se zacˇala pozornost soustrˇed’ovat na vynucene´ kmita´n´ı
s uvazˇova´n´ım trˇen´ı mezi vazebn´ımi cˇleny lopatek, cozˇ sebou prˇina´sˇ´ı znacˇne´ zkomp-
likova´n´ı numericky´ch vy´pocˇt˚u, nebot’ se jedna´ o nelinea´rn´ı chova´n´ı syste´mu. Je pak
nutne´ rˇesˇit soustavu nelinea´rn´ıch diferencia´ln´ıch rovnic. Cˇasto pouzˇ´ıvanou metodou
pro rˇesˇen´ı tohoto nelinea´rn´ıho proble´mu je metoda HBM ( Harmonic balance method),
kterou je mozˇne´ pouzˇ´ıt v prˇ´ıpadeˇ, pokud nelinea´rn´ı syste´m je buzen periodicky
promeˇnny´m zat´ızˇen´ım. Tato metoda byla aplikova´na Petrovem [15],[16] prˇi analy´ze
vynucene´ho kmita´n´ı lopatek axia´ln´ıho turbokompresoru. Petrov pouzˇil Galerkinovu
metodu, ktera´ prˇevedla nelinea´rn´ı diferencia´ln´ı rovnice na soustavu nelinea´rn´ıch al-
gebraicky´ch rovnic. Ty byly da´le rˇesˇeny Newton-Raphsonovou metodou. Podobneˇ
rˇesˇ´ı Siewert [17] na za´kladeˇ HBM odezvu turb´ınovy´ch lopatek s nelinea´rn´ı trˇec´ı
vazbou.
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1.1.3 Vibrace lopatek buzeny´ch torzn´ım momentem genera´toru – poru-
chove´ stavy
S t´ım jak se vylepsˇovaly mechanicke´ vlastnosti vysokopevnostn´ıch ocel´ı, rostla
mozˇnost vyv´ıjet delˇs´ı a u´cˇinneˇjˇs´ı koncove´ lopatky n´ızkotlaky´ch d´ıl˚u. Delˇs´ı lopatky
maj´ı vsˇak obecneˇ nizˇsˇ´ı vlastn´ı frekvence, ktere´ se nacha´zej´ı v oblasti dvojna´sobku
frekvence elektricke´ s´ıteˇ. Prˇi provozu genera´toru mohou nastat poruchove´ deˇje, jezˇ
maj´ı harmonicky´ cˇi periodicky´ charakter s periodou deˇje jednona´sobku a dvojna´sobku
frekvence s´ıteˇ. Tyto poruchove´ deˇje mohou by´t zdrojem buzen´ı koncovy´ch lopatek
a vybudit tzv. desˇtn´ıkovy´ tvar kmitu olopatkovane´ho disku. Zacˇa´tkem 80. let se ob-
jevily prvn´ı poruchy lopatek v d˚usledku vysokocyklove´ u´navy, ktera´ nastala vlivem
rezonacˇn´ıho kmita´n´ı, kdy dosˇlo k vza´jemne´ interakci lopatek a rotorove´ soustavy [25].
V d˚usledku toho se zava´d´ı nova´ na´vrhova´ krite´ria pro posuzova´n´ı spra´vne´ho naladeˇn´ı
lopatek z pohledu vza´jemne´ interakce lopatka - rotorova´ soustava [26],[27],[28]. Pro
vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu lopatky- rotor je pouzˇ´ıva´na metoda konecˇny´ch
prvk˚u. Rotor je modelova´n pomoc´ı 1D nosn´ıkovy´ch prvk˚u, ktere´ se beˇzˇneˇ pouzˇ´ıvaj´ı
prˇi torzn´ı analy´ze rotorove´ soustavy. Historicky prvn´ı MKP modely lopatek byly
reprezentova´ny neˇkolika vza´jemneˇ pospojovany´mi hmotny´mi body, ktere´ byly prˇes
pruzˇiny spojeny s modelem rotoru. Tyto modely lopatek bylo nutne´ prˇedem patrˇicˇneˇ
kalibrovat, cozˇ nebylo vzˇdy jednoduche´. S rozvojem vy´pocˇetn´ı techniky bylo umozˇneˇno
modelovat lopatky pomoc´ı 3D nosn´ıkovy´ch prvk˚u. Tento prˇ´ıstup se beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´
do dnesˇn´ı doby, acˇkoliv ma´ mnohe´ nevy´hody.
1.1.4 Hodnocen´ı odezev z pohledu vysokocyklove´ u´navy
Veˇrohodneˇ numericky stanovit skutecˇnou dynamickou odezvu (dynamicka´ napeˇt´ı)
obeˇzˇny´ch lopatek turbin je velmi obt´ızˇne´. Naprˇ´ıklad u dlouhy´ch koncovy´ch NT
lopatek jsme schopni urcˇit jejich vlastn´ı frekvence relativneˇ prˇesneˇ, avsˇak zdroj
buzen´ı je velmi teˇzˇko predikovatelny´. Naopak u kra´tky´ch lopatek vysokotlaky´ch
a strˇedotlaky´ch stupnˇ˚u jsme zdroj buzen´ı schopni urcˇit, nebot’ se jedna´ veˇtsˇinou o
buzen´ı od u´plav˚u za rozva´deˇc´ımi lopatkami a na za´kladeˇ CFD simulac´ı je mozˇne´ tyto
bud´ıc´ı s´ıly stanovit. Na druhou stranu model mechanicke´ho chova´n´ı lopatek vykazuje
znacˇne´ neprˇesnosti z pohledu urcˇen´ı vlastn´ıch frekvenc´ı, nebot’ zde hraje velkou roli
tuhost vetknut´ı lopatky do disku a prˇ´ıpadneˇ kontaktn´ı vazba na banda´zˇi. Zmı´neˇne´
d˚uvody cˇasto vedou k tomu, zˇe se vol´ı konzervativn´ı prˇ´ıstup a urcˇuj´ı se rezonacˇn´ı
napeˇt´ı bez ohledu na naladeˇn´ı syste´mu. Vyberou se potencia´lneˇ nebezpecˇne´ vlastn´ı
frekvence, ktere´ jsou v bl´ızkosti frekvence buzen´ı a pro tyto prˇ´ıpady se stanov´ı
rezonacˇn´ı stavy. Rezonacˇn´ı napeˇt´ı jsou pak posuzova´na z pohledu vysokocyklove´
u´navy. Tento prˇ´ıstup byl zvolen v pra´ci [34].
Dalˇs´ı mozˇnost´ı jak urcˇit dynamicke´ napeˇt´ı je proveden´ı meˇrˇen´ı za provozn´ıch
podmı´nek. Pro kra´tkodobe´ meˇrˇen´ı je mozˇne´ pouzˇ´ıt sˇirokou sˇka´lu typ˚u tenzometr˚u,
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bohuzˇel vsˇak jejich pouzˇit´ı je limitova´no pracovn´ı teplotou lopatek a agresivn´ım
prostrˇed´ım, cozˇ velmi cˇasto snizˇuje jejich zˇivotnost. V posledn´ı dobeˇ se pro provozn´ı
monitorova´n´ı dlouhy´ch lopatek NT stupnˇ˚u vyuzˇ´ıva´ tzv. metoda Tip-timing, ktera´
umozˇnˇuje sledova´n´ı vsˇech lopatek dane´ho kola. Na za´kladeˇ nameˇrˇeny´ch amplitud je
pak mozˇne´ sestavit numericke´ modely prˇedpov´ıdaj´ıc´ı zbytkovou zˇivotnost lopatek
(naprˇ. pra´ce Baldy [35]).
Existuje mnoho vy´pocˇtovy´ch model˚u k stanoven´ı zˇivotnosti soucˇa´st´ı [36]. At’ jizˇ
jsou tyto modely zalozˇeny na uniaxia´ln´ıch cˇi multiaxia´ln´ıch krite´ri´ıch, ve veˇtsˇineˇ
prˇ´ıpad˚u mus´ı by´t kalibrova´ny na urcˇity´ stav napjatosti dane´ho kriticke´ho mı´sta
soucˇa´sti, cozˇ nen´ı vzˇdy jednoduche´ at’ jizˇ z cˇasovy´ch cˇi financˇn´ıch d˚uvod˚u. To
je jeden z hlavn´ıch d˚uvod˚u, procˇ je v praxi sta´le aplikova´n prˇ´ıstup dimenzova´n´ı
na nekonecˇnou zˇivotnost na za´kladeˇ Haigova diagramu a pouzˇ´ıva´ny koeficienty
bezpecˇnosti zahrnuj´ıc´ıch veˇtsˇinu neurcˇitost´ı.
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1.2 C´ıl disertacˇn´ı pra´ce
Soucˇasny´m sveˇtovy´m trendem je zlepsˇova´n´ı u´cˇinnosti turb´ın d´ıky zvysˇova´n´ı vs-
tupn´ıch parametr˚u pracovn´ıho me´dia. Velky´ d˚uraz je take´ kladen na kompaktn´ı
proveden´ı, jelikozˇ nema´lo snizˇuje celkove´ na´klady na vy´stavbu elektra´rny. Toto vede
k potrˇebeˇ optimalizovat dimenzova´n´ı olopatkovany´ch disk˚u jak z pohledu staticke´ho,
tak dynamicke´ho. K tomu je vsˇak zapotrˇeb´ı vylepsˇit a zdokonalit sta´vaj´ıc´ı vy´pocˇtove´
metody.
Hlavn´ım c´ılem disertacˇn´ı pra´ce je vytvorˇen´ı metodiky vy´pocˇtu vlastn´ıch frekvenc´ı
lopatek s kontaktn´ı vazbou a da´le urcˇen´ı jejich odezev pro r˚uzne´ typy buzen´ı. Tato
metodika bude slouzˇit prˇi na´vrhu novy´ch lopatek, ale za´rovenˇ bude moci by´t ap-
likova´na na lopatky, ktere´ jsou jizˇ v provozu. T´ım bude mozˇno zpeˇtneˇ verifikovat
chova´n´ı lopatek, u ktery´ch se vyskytly v minulosti provozn´ı proble´my. Metodika
by meˇla pokry´t vsˇechny typy lopatek od kra´tky´ch typ˚u (vysokotlake´ a strˇedotlake´
lopatky- kra´tke´) azˇ po koncove´ a prˇedposledn´ı stupneˇ n´ızkotlaky´ch d´ıl˚u parn´ıch
turb´ın.
V soucˇasne´ dobeˇ nen´ı vy´sˇe popsana´ metodika ve Sˇkodeˇ Power k dispozici a nebo
je pouze v omezene´ mı´ˇre, kdy je mozˇno analyzovat jen vlastn´ı frekvence volny´ch
lopatek, prˇ´ıpadneˇ lopatek ve svazc´ıch. Existuj´ı vsˇak urcˇite´ limity na pocˇet lopatek
ve svazku. Vy´pocˇet vlastn´ıch frekvenc´ı lopatek s kontaktn´ı vazbou je velmi omezeny´.
Metodika dynamicke´ analy´zy olopatkovany´ch disk˚u bude zalozˇena na linea´rn´ıch
prˇ´ıstupech s vyuzˇit´ım metody konecˇny´ch prvk˚u. Vyuzˇit´ı linea´rn´ıch model˚u prˇinese
efektivn´ı prˇ´ıstup k zjiˇst’ova´n´ı vlastn´ıch frekvenc´ı a vynuceny´ch odezev olopatko-
vany´ch disk˚u. C´ılem bude takte´zˇ oveˇrˇen´ı dane´ metodiky meˇrˇen´ım, ktere´ vsˇak nen´ı
na´pln´ı te´to pra´ce, ale je d˚ulezˇitou soucˇa´st´ı vy´voje novy´ch vy´pocˇtovy´ch postup˚u.
Prezentovane´ metodiky budou aplikova´ny na rea´lne´ olopatkovane´ disky a nikoliv
jen na modelove´ prˇ´ıpady.
Nahrazen´ı sta´vaj´ıc´ıho beˇzˇneˇ pouzˇ´ıvane´ho prˇ´ıstupu k vy´pocˇtu interakce lopatek
a rotorove´ soustavy novy´m, ktery´ prˇinese zprˇesneˇn´ı vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı
takove´to soustavy, je dalˇs´ım c´ılem te´to pra´ce.
Z pohledu buzen´ı budou uvazˇova´ny vsˇechny typy zdroj˚u , ktere´ se mohou rea´lneˇ
vyskytnout prˇi provozu axia´ln´ıch turbosoustroj´ı. Prˇedevsˇ´ım se jedna´ o buzen´ı od
nespojite´ho pole proudeˇn´ı me´dia za statorovy´mi d´ıly jako je naprˇ. rozva´deˇc´ı kolo,
deˇl´ıc´ı rovina rozva´deˇc´ıho kola, odbeˇrna´ potrub´ı, atd. Torzn´ı buzen´ı rotorove´ sous-
tavy od poruchovy´ch deˇj˚u na elektro-genera´toru je dalˇs´ım typem zdroje buzen´ı,
ktere´ bude uvazˇova´no prˇi dynamicky´ch analy´za´ch. Prˇi tomto typu buzen´ı docha´z´ı
k interakci kmita´n´ı dlouhy´ch koncovy´ch lopatek s torzn´ım kmita´n´ım rotorove´ sous-
tavy. Da´le budou uvazˇova´ny zdroje buzen´ı , ktere´ se pouzˇ´ıvaj´ı prˇi experimenta´ln´ıch
testech olopatkovany´ch disk˚u, jako je naprˇ´ıklad buzen´ı elektromagneticky´m polem
generovany´m AC magnetem cˇi buzen´ı tryskaj´ıc´ım me´diem (olej, voda, vzduch).
Zjiˇsteˇne´ dynamicke´ odezvy ve formeˇ amplitud dynamicky´ch napeˇt´ı je nutne´ da´le
posoudit z pohledu bezpecˇnosti a prˇ´ıpadneˇ stanovit zˇivotnost lopatek z pohledu
vysokocyklove´ u´navy.
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2 Teorie kmita´n´ı rotacˇneˇ symetricky´ch struktur
Campbell [2] jizˇ v roce 1924 na za´kladeˇ experiment˚u zjistil, zˇe u rotacˇneˇ a periodicky
symetricky´ch rotuj´ıc´ıch a nerotuj´ıc´ıch struktur docha´z´ı k vybuzen´ı neˇkolika typ˚u
vynuceny´ch tvar˚u.
A. Beˇzˇ´ıc´ı vlneˇn´ı – doprˇedna´ , zpeˇtna´
B. Stoj´ıc´ı vlneˇn´ı
C. Stojate´ vlneˇn´ı
Vy´sˇe uvedene´ typy vlneˇn´ı mohou nastat, jak u rotuj´ıc´ıch tak nerotuj´ıc´ıch disk˚u,
vzˇdy to za´vis´ı na typu buzen´ı. Stejny´ typ odezvy mu˚zˇeme z´ıskat pro rotuj´ıc´ı disk
a v prostoru nerotuj´ıc´ı buzen´ı, tak pro nerotuj´ıc´ı disk a v prostoru rotuj´ıc´ı buzen´ı.
Typ odezvy vzˇdy za´vis´ı na relativn´ım pohybu mezi diskem a buzen´ım.
V te´to pra´ci budou hlavneˇ zminˇova´ny prˇ´ıpady buzen´ı, ktere´ se vyskytuj´ı prˇi
provozu v turbosoustroj´ıch a ovlivnˇuj´ı chova´n´ı olopatkovany´ch disk˚u. Da´le budou
zmı´neˇna buzen´ı, ktera´ jsou pouzˇ´ıva´na prˇi experimenta´ln´ı verifikaci moda´ln´ıch vlast-
nost´ı lopatek.
Pochopen´ı dynamicky´ch vlastnost´ı olopatkovany´ch disk˚u, jakozˇto periodicke´ struk-
tury, je za´kladn´ım prˇedpokladem. Nejdrˇ´ıve se budeme tedy zaby´vat odvozen´ım dy-
namicke´ho chova´n´ı takovy´ch syste´mu˚. Odvozen´ı bude provedeno pro rotacˇneˇ sy-
metrickou strukturu, cozˇ je ve skutecˇnosti zvla´sˇtn´ı prˇ´ıpad periodicke´ struktury, kdy
pocˇet periodicky opakuj´ıc´ıch se substruktur se bl´ızˇ´ı nekonecˇnu.
2.1 Vlastn´ı frekvence a vlastn´ı tvary rotacˇneˇ symetricke´
struktury
V literaturˇe se veˇtsˇinou setka´me s odvozen´ım pohybovy´ch rovnic pro rotacˇneˇ symet-
ricke´ desky [13],[14], ktere´ jsou popsa´ny jako 2D kontinuum. Tyto rovnice jsou pak
na´sledneˇ rˇesˇeny pomoc´ı Besselovy´ch funkc´ı. Rˇesˇen´ı 2D kontinua z pohledu moda´ln´ıch
vlastnost´ı a vynucene´ho kmita´n´ı je zbytecˇneˇ komplikovane´ pro pochopen´ı chova´n´ı
rotacˇneˇ symetricky´ch struktur. V mnoha prˇ´ıpadech nen´ı ani mozˇne´ nale´zt analyticke´
rˇesˇen´ı, proto pro dalˇs´ı odvozen´ı zvol´ıme 1D kontinuum, jehozˇ chova´n´ı bude popsa´no
pouze jednou zobecneˇnou sourˇadnic´ı. Toto umozˇn´ı relativneˇ jednoduche´ odvozen´ı a
analyticke´ rˇesˇen´ı pohybove´ rovnice takove´ho syste´mu.
Vlastnosti rotacˇneˇ periodicky´ch struktur odvod´ıme na za´kladeˇ rotacˇneˇ symet-
ricke´ struktury se spojiteˇ rozlozˇeny´mi vlastnostmi. Modelem je prˇedepnuta´ struna
stocˇena´ do kruhu viz. obr. 2.1. Z fyzika´ln´ıho pohledu by se takovy´ model teˇzˇko re-
alizoval, ale pro u´cˇely odvozen´ı chova´n´ı rotacˇn´ı struktury je tento model optima´ln´ı
svoj´ı jednoduchost´ı. C´ılem bude sestavit pohybovou rovnici popisuj´ıc´ı prˇ´ıcˇne´ kmita´n´ı
prˇedepnute´ struny stocˇene´ do kruhu a da´le zjistit moda´ln´ı vlastnosti a odezvy na
r˚uzne´ druhy buzen´ı.
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Za´kladn´ı prˇedpoklady
• pr˚umeˇr struny je mnohem mensˇ´ı nezˇ pr˚umeˇr struktury
• silove´ prˇedepnut´ı struny je po cele´ de´lce konstantn´ı, nebo je tak dostatecˇneˇ
velke´, zˇe zmeˇna s´ıly vlivem kmita´n´ı struny je zanedbatelna´
• ohybove´ natocˇen´ı struny je male´, takzˇe plat´ı
α = sinα = tanα =
∂z
r∂ϕ
(2.1)
• uvazˇuje se prˇ´ıcˇne´ kmita´n´ı struny ve smeˇru osy symetrie struktury
• uvazˇuje se konzervativn´ı syste´m, to je bez tlumen´ı
Obra´zek 2.1: Model prˇedepnute´ struny stocˇene´ do kruhu
Prˇedpokla´da´me, zˇe na strunu p˚usob´ı spojiteˇ po obvodeˇ promeˇnna´ a cˇasoveˇ za´visla´
s´ıla f(ϕ, t), ktera´ ma´ smeˇr rovnobeˇzˇny´ s osou symetrie struktury. Struna ma´ meˇrnou
hmotnost µ. Na za´kladeˇ D’Alambertova principu sestav´ıme silovou rovnici rovnova´hy
pro element o de´lce r.dϕ,
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−Tsinα + Tsin(α + dα) + f (ϕ, t)rdϕ− dmz¨(ϕ, t) = 0 (2.2)
kde
z(ϕ, t)− deformace struny
f(ϕ, t)− s´ıla na jednotku de´lky struny
ϕ− u´hlova´ sourˇadnice
µ−meˇrna´ hmotnost struny na jednotku de´lky
T− prˇedepı´nacı´ s´ıla struny
α− u´hlove´ natocˇenı´ struny
Pokud budeme uvazˇovat male´ deformace struny , pak plat´ı prˇiblizˇneˇ na´sleduj´ıc´ı
vztahy (2.3)
α =
∂z
r∂ϕ
, dα =
∂2z
r∂ϕ2
dϕ pro dϕ→ 0 , sin(α + dα) = α + dα (2.3)
a rovnici (2.2) uprav´ıme do tvaru (2.5),
T
∂2z(ϕ, t)
∂ϕ2
= µr2
∂2z(ϕ, t)
∂t2
− r2f (2.4)
c2z′′ = r2z¨ − r
µ
2
f , kde c =
√
T
µ
(2.5)
kde cˇa´rkami resp. tecˇkami jsou oznacˇeny parcia´ln´ı derivace prˇ´ıcˇne´ vy´chylky struny
podle u´hlove´ sourˇadnice resp. cˇasu.
Pohybova´ rovnice (2.5) popisuje prˇ´ıcˇne´ kmita´n´ı prˇedepnute´ struny stocˇene´ do
kruhu. Pokud polozˇ´ıme bud´ıc´ı s´ılu rovnu nule, pak rovnice (2.5) prˇejde do tvaru
(2.6), ktery´ popisuje vlnovou rovnici, kde c vyjadrˇuje vlnovou rychlost.
c2z′′ = r2z¨ (2.6)
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2.1.1 Moda´ln´ı analy´za
Uvazˇujme vlnovou rovnici (2.6) a hledejme rˇesˇen´ı te´to rovnice metodou separace
promeˇnny´ch ve tvaru
z(ϕ, t) = U(ϕ)q(t) (2.7)
Dosazen´ım vztahu (2.7) do rovnice (2.6) z´ıska´me rovnici (2.8), v ktere´ je prava´
strana funkc´ı cˇasu a leva´ strana je funkc´ı u´hlu ϕ. Aby nastala rovnost, je nutne´, aby
se obeˇ strany rovnaly konstanteˇ. Rovnice (2.8) se t´ımto rozpadne na dveˇ neza´visle´
rovnice .
U ′′
U
=
r2q¨
c2q
= −λ2 (2.8)
U ′′ = −λ2U (2.9)
q¨ = −c
2
r2
λ2q (2.10)
Rˇesˇen´ı diferencia´ln´ı rovnice (2.9) budeme hledat ve tvaru
U(ϕ) = C1sin pϕ+ C2cos pϕ (2.11)
Dosazen´ım vztahu (2.11) do rovnice (2.9) dostaneme charakteristickou rovnici
−p2 + λ2 = 0 → p = ±λ (2.12)
Da´le budeme aplikovat okrajove´ podmı´nky pro rotacˇneˇ symetrickou izolovanou struk-
turu U(ϕ) = U(ϕ+ 2pi), cozˇ je podmı´nka spojitosti.
Dosazen´ım okrajove´ podmı´nky do vztahu (2.11) a respektova´n´ım rˇesˇen´ı charak-
teristicke´ rovnice (2.12), obdrzˇ´ıme vztah, ze ktere´ho urcˇ´ıme vlnove´ cˇ´ıslo λ.
U(ϕ) = U(ϕ+ 2pi) → C1sinλϕ+ C2cosλϕ = C1sinλ(ϕ+ 2pi) + C2cosλ(ϕ+ 2pi)
C1, C2 6= 0 , λj = j pro j = −∞, ...− 1, 0, 1, 2, 3...∞
Vy´sledne´ rˇesˇen´ı rovnice (2.9) je,
Uj(ϕ) = C1sin jϕ+ C2cos jϕ pro j = −∞, ...− 1, 0, 1, 2, 3...∞ (2.13)
kde vztah (2.13) vyjadrˇuje vlastn´ı funkci U(ϕ) reprezentuj´ıc´ı vlastn´ı tvar kmita´n´ı.
Pro dalˇs´ı vy´pocˇty a jednodusˇsˇ´ı matematicke´ za´pisy je u´cˇelne´ vlastn´ı funkci (2.13)
zapsat v jine´m tvaru. Je zna´mo, zˇe linea´rn´ı kombinac´ı dvou vlastn´ıch funkc´ı opeˇt
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z´ıska´me vlastn´ı funkci. Provedeme tedy soucˇet a da´le rozd´ıl dvou vlastn´ıch funkc´ı
Uj(ϕ), U−j(ϕ) a z´ıska´me t´ım nove´ vyja´drˇen´ı vlastn´ıch funkc´ı
U sj (ϕ) = C
s
j sin jϕ
U cj (ϕ) = C
c
j cos jϕ
(2.14)
kde j = 0, 1, 2, 3...∞. Ze vztahu (2.14) je zrˇejme´, zˇe pro jedno vlnove´ cˇ´ıslo j 6= 0,
existuj´ı dveˇ vlastn´ı funkce, ktere´ jsou navza´jem ortogona´ln´ı.
Konstanty Csj , C
c
j se mohou urcˇit naprˇ. na za´kladeˇ normova´n´ı. Pokud plat´ı vztah
(2.15), pak mluv´ıme o tzv. ortonorma´ln´ıch vlastn´ıch funkc´ıch.
2pˆi
0
(UxkU
x
j ) dϕ = pi pro x = s, c ; j = k 6= 0, Csj = Ccj = 1
2pˆi
0
(UxkU
x
j ) dϕ = 0 pro j 6= k
2pˆi
0
(U c0U
c
0) dϕ = 2pi , C
c
0 =
1
pi
(2.15)
Dosad´ıme-li do rovnice (2.10) za vlnove´ cˇ´ıslo λ, tak z´ıska´me
q¨ + ω2j q = 0 (2.16)
kde
ωj = j
c
r
= j 1
r
√
T
µ
pro j = 0, 1, 2, 3...∞
Rovnice (2.16) je rovnic´ı harmonicke´ho kmita´n´ı a ωj je j-tou vlastn´ı frekvenc´ı
struktury. Na´mi rˇesˇena´ struktura ma´ nekonecˇneˇ vlastn´ıch funkc´ı Uj a vlastn´ıch
frekvenc´ı ωj. Nulova´ vlastn´ı frekvence ω0 = 0 prˇ´ıslusˇ´ı pohybu struny jako tuhe´ho
teˇlesa.
Homogenn´ı rˇesˇen´ı rovnice (2.16) bude mı´t tvar (2.17), kde konstanty C
s
j a C
c
j
budou urcˇeny na za´kladeˇ pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek.
qj = C
s
jsin(ωjt) + C
c
jcos(ωjt) (2.17)
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2.2 Vynucene´ kmita´n´ı
Z pohledu provozu axia´ln´ıch turbosoustroj´ı je d˚ulezˇite´ zna´t, jake´ odezvy mohou
nastat pro urcˇite´ typy buzen´ı rotacˇneˇ symetricky´ch struktur. C´ılem bude zjistit tvary
vynucene´ho kmita´n´ı pro r˚uzne´ typy buzen´ı. Beˇhem provozu axia´ln´ıch turbosoustroj´ı
se mu˚zˇeme setkat pouze s urcˇity´m typem buzen´ı. Prˇi experimenta´ln´ıch testech je
vsˇak cˇasto nemozˇne´ nasimulovat stejny´ typ buzen´ı jako prˇi provozu, proto se budeme
zaby´vat i takovy´mi druhy buzen´ı, ktere´ jsou pouzˇ´ıva´ny beˇhem experimenta´ln´ıch
test˚u.
Nejcˇasteˇjˇs´ım zdrojem buzen´ı prˇi experimenta´ln´ıch testech olopatkovany´ch disk˚u
je AC elektromagnet umı´steˇny´ v bl´ızkosti lopatek, ktery´ generuje strˇ´ıdave´ elek-
tromagneticke´ pole. (Nutnou podmı´nkou prˇi tomto zdroji buzen´ı je , aby buzena´
struktura byla vyrobena z feromagneticke´ho materia´lu.) Da´le se jako zdroj buzen´ı
pouzˇ´ıva´ tryska respektive soubor trysek rovnomeˇrneˇ rozmı´steˇny´ch po obvodeˇ struk-
tury. Z teˇchto trysek proud´ı me´dium ( vzduch, olej, atd.), ktere´ dopada´ na lopatky
a kazˇda´ lopatka je pak periodicky buzena d´ıky zmeˇneˇ hybnosti dopadaj´ıc´ıho me´dia.
Da´le budou uvazˇova´ny cˇtyrˇi typy buzen´ı:
• Harmonicke´ buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a stoj´ıc´ı struktura
• Harmonicke´ buzen´ı nehybne´ v prostoru
• Harmonicke´ buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a rotuj´ıc´ı struktura
• Buzen´ı s promeˇnnou amplitudou Diracova impulzu a rotuj´ıc´ı struktura
Nehomogenn´ı rˇesˇen´ı pohybove´ rovnice prˇ´ıcˇne´ho kmita´n´ı (2.5) budeme hledat ve
tvaru (2.18) jako linea´rn´ı kombinaci vlastn´ıch funkc´ı Uj
z(ϕ, t) =
∞∑
j=−∞
Uj(ϕ)qj(t) =
∞∑
j=0
( U sj(ϕ)q
s
j (t) + U
c
j (ϕ)q
c
j(t) ) (2.18)
Dosad´ıme rˇesˇen´ı (2.18) do rovnice (2.5) a tu pak vyna´sob´ıme postupneˇ U sk ,U
c
k a
da´le integrujeme podle ϕ od 0 do 2pi. Vzhledem k ortogonaliteˇ vlastn´ıch funkc´ı bude
vy´sledkem soustava neza´visly´ch diferencia´ln´ıch rovnic (2.21).
c2j2
2pˆi
0
U sk
∞∑
j=0
(U sj (ϕ)q
s
j (t)+U
c
j (ϕ)q
c
j(t))dϕ+ r
2
2pˆi
0
U sk
∞∑
j=0
(U sj(ϕ)q¨
s
j (t)+U
c
j (ϕ)q¨
c
j(t))dϕ =
(2.19)
=
r
µ
2
2pˆi
0
(U sk f )dϕ pro U
s
k
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c2j2
2pˆi
0
U ck
∞∑
j=0
(U sj(ϕ)q
s
j (t) +U
c
j (ϕ)q
c
j(t))dϕ+ r
2
2pˆi
0
U ck
∞∑
j=0
(U sj(ϕ)q¨
s
j (t) +U
c
j (ϕ)q¨
c
j(t))dϕ =
(2.20)
=
r
µ
2
2pˆi
0
(U ckf )dϕ pro U
c
k
q¨sk + ω
2
kq
s
k =
1
piµ
f sk pro k = 1, 2, 3, ......∞
q¨ck + ω
2
kq
c
k =
1
piµ
f ck pro k = 1, 2, 3, ......∞
q¨ck =
1
2piµ
f c0 pro k = 0
(2.21)
S´ılu fxk pro x = s, c nazy´va´me moda´ln´ı silou.
fxk =
2pˆi
0
(Uxk f ) dϕ pro x = s, c ; f
c
0 =
2pˆi
0
f dϕ (2.22)
Pozna´mka
Jelikozˇ jsou vlastn´ı funkce Uxk a U
x
j ortogona´ln´ı a normovane´ dle (2.15), pak plat´ı
2pˆi
0
(UxkU
x
j )dϕ =
{
pi, pro j = k 6= 0 , x = s, c
2pi, pro j = k = 0 , x = c
2pˆi
0
(UxkU
x
j )dϕ = 0 pro j 6= k ;
2pˆi
0
(U skU
c
j )dϕ = 0
(2.23)
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2.2.1 Harmonicke´ buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a stoj´ıc´ı struktura
S t´ımto typem buzen´ı se v turbina´rˇske´ praxi veˇtsˇinou nesetka´me, ale pro u´plnost
pochopen´ı problematiky je vhodne´ se o neˇm zmı´nit.
Budeme uvazˇovat buzen´ı, ktere´ je harmonicky promeˇnne´ v cˇase a za´rovenˇ je
harmonicky promeˇnne´ v prostoru a je vyja´drˇeno vztahem
f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) (2.24)
kde f0 je amplituda s´ıly, ωb je bud´ıc´ı frekvence, j je libovolne´ cele´ neza´porne´ cˇ´ıslo,
ϕs je pola´rn´ı sourˇadnice definuj´ıc´ı pozici na struneˇ v klidove´m sourˇadne´m syste´mu. V
tomto prˇ´ıpadeˇ je pola´rn´ı sourˇadny´ syste´m struktury ztotozˇneˇn s klidovy´m sourˇadny´m
syste´mem a plat´ı ϕs = ϕ. Budeme se zaby´vat pouze usta´lenou odezvou na dane´
buzen´ı, prˇechodove´ stavy na´s z prakticke´ho pohledu nebudou zaj´ımat.
Graficke´ zna´zorneˇn´ı buzen´ı je uka´za´no na obra´zku 2.2.
Obra´zek 2.2: Harmonicke´ buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a stoj´ıc´ı struktura
(pro j=3)
Moda´ln´ı s´ıly fxk pro x = s, c a pro vy´sˇe uvedeny´ typ buzen´ı vyja´drˇ´ıme ve tvaru
f sk =
2pˆi
0
sin kϕf0sin(jϕ+ ωbt)dϕ = .... = pif0cos(ωbt) pro j = k
f ck =
2pˆi
0
cos kϕf0sin(jϕ+ ωbt)dϕ = .... = pif0sin(ωbt) pro j = k
f ck = 2pif0sin(ωbt) pro k = 0
f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.25)
Vlastn´ı funkci Uxk pro x = s, c prˇedpokla´da´me dle (2.14) .
Bud´ıc´ı moda´ln´ı s´ıla fxk naby´va´ nenulove´ hodnoty jen v tom prˇ´ıpadeˇ, pokud plat´ı
j = k . Z toho lze ucˇinit za´veˇr, zˇe vlastn´ı tvar mu˚zˇe by´t vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar bud´ıc´ı s´ıly ma´ stejny´ pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u jako dany´ vlastn´ı tvar.
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S´ılu fxk dosad´ıme do rovnic (2.21) a usta´lenou odezvu qk budeme hledat ve tvaru
(2.26)
qsk = A
s
kcosωbt , q
c
k = A
c
ksinωbt (2.26)
Da´le dosazen´ım vztahu (2.26) do rovnic (2.21) a jejich vyrˇesˇen´ım z´ıska´me nezna´me´
Ask, A
c
k.
Ask = A
c
k =
1
µ
f0
ω2k − ω2b
, pro k = 1, 2, 3, ......∞ , Ac0 = −
f0
µω2b
(2.27)
Vy´sledna´ usta´lena´ odezva na harmonicke´ buzen´ı prezentovane´ na obra´zku 2.2 je
rovna
z(ϕ, t) =
∞∑
k=0
Ask(sin kϕ cosωbt+ cos kϕ sinωbt) = (2.28)
=
∞∑
k=0
1
µ
f0
ω2k−ω2b
sin(kϕ+ ωbt)
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Rezonance nastane pokud vlastn´ı frekvence struktury je rovna frekvenci buzen´ı
a za´rovenˇ vsˇak mus´ı platit, zˇe vybuzeny´ vlastn´ı tvar kmitu se mus´ı shodovat
s tvarem bud´ıc´ı s´ıly, co se uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u ty´ka´. Vynuceny´m tvarem kmitu
bude beˇzˇ´ıc´ı vlna, jak je schematicky uka´za´no na obra´zku 2.3.
• Beˇzˇ´ıc´ı vlna nasta´va´ u nerotuj´ıc´ıch disk˚u v prˇ´ıpadeˇ harmonicke´ho buzen´ı po-
hybuj´ıc´ıho se v prostoru. Vynuceny´ tvar beˇzˇ´ıc´ı vlny ma´ cˇasoveˇ a prostoroveˇ
promeˇnne´ uzly a kmitny. Na obra´zku 2.3. je videˇt rozvinuty´ obvod kmitaj´ıc´ıho
disku od 0◦ do 360◦ s jedn´ım uzlovy´m pr˚umeˇrem.
Obra´zek 2.3: Sche´maticky´ obra´zek beˇzˇ´ıc´ı vlny
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2.2.2 Harmonicke´ buzen´ı nehybne´ v prostoru
S t´ımto typem buzen´ı se take´ v turbina´rˇske´ praxi veˇtsˇinou nesetka´me, ale pro u´plnost
pochopen´ı problematiky je vhodne´ se o neˇm zmı´nit.
Budeme uvazˇovat harmonicke´ buzen´ı v cˇase i po obvodeˇ ve tvaru
f(ϕ, t) = f0cos(jϕ)sinωbt (2.29)
kde f0 je amplituda s´ıly a ωb je bud´ıc´ı frekvence. Podle (2.23) moda´ln´ı s´ıly jsou
f sk =
2pˆi
0
sin kϕf0cos(jϕ)sinωbtdϕ = .... = 0 pro j = k
f ck =
2pˆi
0
cos kϕf0cos(jϕ)sinωbtdϕ = .... = pif0sin(ωbt) pro j = k
f ck = 2pif0sin(ωbt) pro k = 0
f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.30)
Moda´ln´ı bud´ıc´ı s´ıla fxk naby´va´ nenulove´ hodnoty jen v tom prˇ´ıpadeˇ pokud plat´ı
j = k. Z toho lze ucˇinit za´veˇr, zˇe vlastn´ı tvar mu˚zˇe by´t vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar bud´ıc´ı s´ıly ma´ stejny´ pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u jako dany´ tvar.
Bud´ıc´ı s´ılu fxk dosad´ıme do rovnic (2.21) a usta´lenou odezvu q
x
k pro x = s, c budeme
hledat ve tvaru (2.31).
qsk = A
s
kcosωbt , q
c
k = A
c
ksinωbt (2.31)
Da´le dosazen´ım vztahu (2.31) do rovnic (2.21) a jej´ım vyrˇesˇen´ım z´ıska´me nezna´me´Ask,
Ack.
Ask = 0 , A
c
k =
1
µ
f0
ω2k − ω2b
, pro k = 1, 2, 3, ......∞ , Ac0 = −
f0
µω2b
(2.32)
Vy´sledna´ usta´lena´ odezva na harmonicke´ buzen´ı (2.29) je rovna
z(ϕ, t) =
∞∑
k=0
Ack cos kϕsinωbt =
∞∑
k=0
1
µ
f0
ω2k − ω2b
cos kϕsinωbt (2.33)
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Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Rezonance nastane pokud vlastn´ı frekvence struktury ωk je rovna frekvenci
buzen´ı ωb a za´rovenˇ vsˇak mus´ı platit, zˇe vybuzeny´ vlastn´ı tvar kmitu se mus´ı
shodovat s tvarem bud´ıc´ı s´ıly, co se uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u ty´ka´. Vynuceny´m tvarem
kmitu bude stojate´ vlneˇn´ı, jak je schematicky uka´za´no na obra´zku 2.4.
• Stojate´ vlneˇn´ı nasta´va´ u nerotuj´ıc´ıch disk˚u v prˇ´ıpadeˇ harmonicke´ho buzen´ı
nehybne´ho v prostoru. Vynuceny´ tvar stojate´ho vlneˇn´ı ma´ cˇasoveˇ a prostoroveˇ
nepromeˇnne´ uzly a kmitny. Beˇhem stojate´ho vlneˇn´ı nasta´vaj´ı okamzˇiky, kdy
disk resp. stocˇena´ struna nevykazuje zˇa´dne´ amplitudy kmita´n´ı. Na obra´zku 2.4.
je videˇt rozvinuty´ obvod kmitaj´ıc´ıho disku od 0◦ do 360◦ s jedn´ım uzlovy´m
pr˚umeˇrem.
Obra´zek 2.4: Sche´maticky´ obra´zek stojate´ho vlneˇn´ı
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2.2.3 Harmonicke´ buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a rotuj´ıc´ı struktura
Budeme uvazˇovat buzen´ı, ktere´ je harmonicky promeˇnne´ v cˇase a za´rovenˇ je har-
monicky promeˇnne´ v prostoru a je vyja´drˇeno vztahem (2.34),
f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) = f0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt) (2.34)
kde f0 je amplituda s´ıly, ωb je bud´ıc´ı frekvence, Ω je u´hlova´ rychlost struktury , j
je libovolne´ cele´ neza´porne´ cˇ´ıslo, ϕs je pola´rn´ı sourˇadnice urcˇuj´ıc´ı pozici na struneˇ
v klidove´m sourˇadne´m syste´mu, ϕ je pola´rn´ı sourˇadnice urcˇuj´ıc´ı pozici na struneˇ
v rotuj´ıc´ım sourˇadne´m syste´mu sva´zane´m se strunou. V tomto prˇ´ıpadeˇ plat´ı ϕs =
ϕ+ Ωt.
Uvazˇujme smeˇr ota´cˇen´ı struny, jak je zna´zorneˇno na obra´zku 2.5.
Obra´zek 2.5: Buzen´ı harmonicke´ pohybuj´ıc´ı se v prostoru a rotuj´ıc´ı struktura
(pro j=3)
f sk =
2pˆi
0
sin kϕf0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)dϕ = .... = pif0cos(kΩt+ ωbt) pro j = k
f ck =
2pˆi
0
cos kϕf0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)dϕ = .... = pif0sin(kΩt+ ωbt) pro j = k
f ck = 2pif0sin(kΩt− ωbt) pro k = 0
f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.35)
Bud´ıc´ı s´ıla fxk naby´va´ nenulove´ hodnoty jen v tom prˇ´ıpadeˇ, pokud plat´ı j = k. Z
toho lze ucˇinit za´veˇr, zˇe vlastn´ı tvar mu˚zˇe by´t vybuzen pouze tehdy, pokud tvar
bud´ıc´ı s´ıly ma´ stejny´ pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u jako dany´ tvar.
S´ılu fxk dosad´ıme do rovnic (2.21) a usta´lenou odezvu qk budeme hledat ve tvaru
(2.36).
qsk = A
s
kcos((kΩ + ωb)t) , q
c
k = A
c
ksin((kΩ + ωb)t) (2.36)
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Da´le dosazen´ım vztah˚u (2.36) do rovnic(2.21) a jejich vyrˇesˇen´ım z´ıska´me nezna´me´Ask,
Ack.
Ask = A
c
k =
1
µ
f0
ω2k − (kΩ + ωb)2
(2.37)
Vy´sledna´ usta´lena´ odezva na harmonicke´ buzen´ı je rovna
z(ϕ, t) =
∞∑
k=0
Ack[sin kϕcos(kΩ + ωb)t+ cos kϕsin(kΩ + ωb)t] = (2.38)
=
∞∑
k=0
f0
µ
1
ω2k − (kΩ + ωb)2
sin (kϕ+ (kΩ + ωb)t)
Do grafu vyneseme pro dane´ k amplitudu Ask v za´vislosti na frekvenci ota´cˇen´ı
Ω a na frekvenci buzeni ωb pro zna´me´ ωk a z´ıska´me tak graf, ktery´ je na obra´zku 2.6
vpravo nahorˇe a kde cˇerne´ cˇa´ry naznacˇuj´ı tzv. zda´nlivou rezonanci.
Da´le vyneseme do Campbellova diagramu jak zda´nlive´, tak skutecˇne´ rezonacˇn´ı
frekvence ωsk tak, jak uka´za´no na obra´zku 2.6. Frekvence ω+ , resp. ω− oznacˇuje
zda´nlive´ rezonacˇn´ı frekvence. Z grafu je patrne´, zˇe vhodnou volbou frekvence ota´cˇen´ı
Ω a bud´ıc´ı frekvence ωb mu˚zˇeme vybudit libovolnou vlastn´ı frekvenci ωk dane´ho
syste´mu.
U rotuj´ıc´ıch rotacˇneˇ periodicky´ch struktur se zava´d´ı pojmy jako doprˇedu a zpeˇtneˇ
beˇzˇ´ıc´ı vlna. Pokud smeˇr vlneˇn´ı po obvodu struny je totozˇny´ resp. opacˇny´ se smeˇrem
ota´cˇen´ı, mluv´ıme o doprˇedu resp. zpeˇtneˇ beˇzˇ´ıc´ı vlneˇ. Ze vztahu (2.38) pro usta´lenou
odezvu mu˚zˇeme zjistit uhlovou rychlost beˇzˇ´ıc´ı vlny, nebot’ je da´na cˇasovou derivac´ı
argumentu harmonicke´ funkce sinus pro konstantn´ı ϕ a je rovna kΩ + ωb.
Matematicky mu˚zˇeme podmı´nku pro doprˇedu resp. zpeˇtneˇ beˇzˇ´ıc´ı vlnu zapsat ve
tvaru
sign (Ω) = sign(kΩ + ωb) resp. sign (Ω) = −sign(kΩ + ωb)
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Obra´zek 2.6: Campbell˚uv diagram
Tabulka 2.1: Rozliˇsen´ı beˇzˇ´ıc´ıch vln
ωb > 0 ωb < 0
zpeˇtna´ Ω ∈ (−ωb/k, 0) Ω ∈ (−∞ , 0) ∧ (ωb/k ,∞ )
doprˇedna´ Ω ∈ (−∞,−ωb/k) ∧ (0,∞) Ω ∈ ( 0,ωb/k )
Z tabulky 2.1 je zrˇejme´, zˇe vybuzen´ı zpeˇtneˇ cˇi doprˇedu beˇzˇ´ıc´ı vlny za´vis´ı na smeˇru
buzen´ı ωb. Graficke´ zna´zorneˇn´ı je videˇt na obra´zku 2.7.
Pro vybrane´ mı´sto na struneˇ urcˇene´ u´hlem ϕ vyneseme za´vislost (2.38) pro r˚uzne´
bud´ıc´ı frekvence ( 0, ωb1, ωb2) do grafu, viz. obra´zek 2.8, kde ω1, ω2, ω3 jsou vlastn´ı
frekvence struny. S takovy´mto typem odezvy se setka´me, pokud budeme meˇrˇit naprˇ.
tenzometrem umı´steˇny´m na rotuj´ıc´ı strukturˇe. Navozen´ı rezonancˇn´ıho stavu mu˚zˇe
by´t doc´ıleno pomoc´ı tzv. rozmı´ta´n´ı (sweepova´n´ı) bud´ıc´ı frekvence ωb nebo zmeˇnou
frekvence ota´cˇen´ı.
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Pozna´mka:
V prˇ´ıpadeˇ monitorova´n´ı a meˇrˇen´ı cˇasove´ odezvy rotuj´ıc´ı struktury a na´sledne´ho
vyhodnocen´ı pomoc´ı naprˇ. Rychle´ Fourierovy transformace (FFT) s c´ılem z´ıskat
frekvencˇn´ı spektrum, se pak vy´sledne´ meˇrˇene´ frekvence v za´vislosti na ota´cˇka´ch
vyna´sˇ´ı do Campbellova diagramu jako je na obra´zku 2.7. V praxi se veˇtsˇinou setka´me
s t´ım, zˇe se vsˇechny nameˇrˇene´ frekvence zobrazuj´ı pouze do prvn´ıho kvadrantu. To
ma´ za d˚usledek, zˇe se pak frekvence ze zbyly´ch trˇ´ı kvadrant˚u ozrcadl´ı kolem os
sourˇadne´ho syste´mu do prvn´ıho kvadrantu viz. obra´zek 2.8.
Obra´zek 2.7: Sche´maticke´ zobrazen´ı Campbellova diagramu (vybuditelnost
doprˇedne´ resp. zpeˇtne´ vlny)
Obra´zek 2.8: 3D waterfall - odezva na harmonicke´ buzen´ı (pro prˇedepnutou
strunu stocˇenou do kruhu)
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Odezva v klidove´m sourˇadne´m syste´mu
Zavedeme sourˇadnici ϕs popisuj´ıc´ı obvodovou pozici struny v klidove´m sourˇadne´m
syste´mu. Na za´kladeˇ obra´zku 2.9 mu˚zˇeme stanovit vztah mezi ϕ a ϕs.
Obra´zek 2.9: Sche´maticke´ zobrazen´ı beˇzˇ´ıc´ı vlny
ϕs = ϕ− Ωt pro doprˇednou vlnu
ϕs = ϕ+ Ωt pro zpeˇtnou vlnu
(2.39)
Dosad´ıme (2.39) do (2.38) a dostaneme odezvu struny v klidove´m sourˇadne´m
syste´mu.
z(ϕs, t) =
∞∑
k=0
f0
µ
1
ω2k − (kΩ + ωb)2
sin(kϕs + ωbt+ 2kΩt) pro doprˇednou vlnu
(2.40)
z(ϕs, t) =
∞∑
k=0
f0
µ
1
ω2k − (kΩ + ωb)2
sin(kϕs + ωbt) pro zpeˇtnou vlnu (2.41)
Budeme-li meˇrˇit odezvu sn´ımacˇem, ktery´ je umı´steˇn v klidove´m sourˇadne´m
syste´mu, pak zmeˇrˇena´ frekvence bude rovna ωb+2kΩ pro doprˇedneˇ beˇzˇ´ıc´ı vlnu resp.
ωb pro zpeˇtneˇ beˇzˇ´ıc´ı vlnu. Pokud bude bud´ıc´ı frekvence ωb rovna nule, pak z pohledu
pozorovatele v nerotuj´ıc´ım (klidove´m) sourˇadne´m syste´mu se jev´ı vynuceny´ tvar
rotuj´ıc´ı struktury jako v prostoru nehybny´, mluv´ıme pak o stoj´ıc´ım vlneˇn´ı.
Pro dokreslen´ı problematiky prezentovane´ v te´to kapitole je v Prˇ´ıloze 7.1 uveden
prˇ´ıklad rˇesˇen´ı odezvy rotuj´ıc´ı struny na harmonicke´ buzen´ı.
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Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Rezonancˇn´ı stav nastane, pokud jmenovatel ve vy´razu (2.38) je roven nule, cozˇ
znamena´, zˇe vlastn´ı frekvence struktury ωk je rovna frekvenci |kΩ + ωb|. Mus´ı
vsˇak take´ platit, zˇe vybuzeny´ vlastn´ı tvar kmitu se mus´ı shodovat s tvarem
bud´ıc´ı s´ıly, co se pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u ty´ka´. Vynuceny´m tvarem kmitu
bude beˇzˇ´ıc´ı vlna, jak je schematicky uka´za´no na obra´zku 2.3.
• Z pohledu axia´ln´ıch turbosoustroj´ı je zaj´ımavy´ prˇ´ıpad, kdy frekvence buzen´ı ωb
je rovna nule. Jedna´ se pak o takzvane´ buzen´ı statickou silou, ktera´ je v pros-
toru harmonicky rozlozˇena´. Tento typ buzen´ı nasta´va´ prˇi provozu turbosous-
troj´ı, kdy rotuj´ıc´ı olopatkovane´ kolo je buzeno nerovnomeˇrneˇ rozlozˇeny´m tlakovy´m
polem za rozva´deˇc´ımi lopatkami. V tomto prˇ´ıpadeˇ docha´z´ı k jevu, zˇe vlna na
rotuj´ıc´ı strukturˇe se pohybuje v opacˇne´m smeˇru nezˇ je jej´ı smeˇr ota´cˇen´ı. Z
pohledu pozorovatele v nerotuj´ıc´ım sourˇadne´m syste´mu se jev´ı vynuceny´ tvar
rotuj´ıc´ı struktury jako v prostoru nehybny´. Mluv´ıme pak o stoj´ıc´ım vlneˇn´ı.
Frekvenci ota´cˇen´ı prˇi n´ızˇ nasta´va´ rezonance, nazy´va´me kritickou frekvenc´ı (na
obra´zku 2.6 v Campbeloveˇ diagramu je znacˇena jako ΩC ). Stoj´ıc´ı vlneˇn´ı je z
pohledu klidove´ho sourˇadne´ho syste´mu invariantn´ı v cˇase, jak ukazuje vztah
(2.42)
z(ϕs) =
∞∑
k=0
1
µ
f0
ω2k − (kΩ)2
sin(kϕs) (2.42)
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2.2.4 Buzen´ı s promeˇnnou amplitudou Diracova impulzu a rotuj´ıc´ı struk-
tura
Prˇi experimenta´ln´ıch meˇrˇen´ıch se cˇasto k buzen´ı syste´mu vyuzˇ´ıva´ AC magnet cˇi
tryska. Tyto druhy buzen´ı jsou specificke´ t´ım, zˇe zdroj buzen´ı je velmi lokalizova´n.
Rotacˇn´ı cˇi periodicka´ struktura je buzena beˇhem jedne´ ota´cˇky pouze po dobu velmi
kra´tke´ho cˇasu. Toto buzen´ı mu˚zˇeme tedy zjednodusˇeneˇ cha´pat jako buzen´ı Dira-
covy´m impulzem. Jelikozˇ je uvazˇova´na rotuj´ıc´ı struktura, pak mu˚zˇeme toto buzen´ı
impulzem take´ cha´pat jako buzen´ı Diracovy´m hrˇebenem s periodou 2pi. Budeme
uvazˇovat buzen´ı ve tvaru
f(ϕ, t) = f0cos(ωbt)
∞∑
n=0
δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2pi) (2.43)
kde u´hel α0 urcˇuje pozici impulzu ve staciona´rn´ım sourˇadne´m syste´mu, ϕ je pola´rn´ı
sourˇadnice urcˇuj´ıc´ı pozici na struneˇ v rotuj´ıc´ım sourˇadne´m syste´mu sva´zane´m se
strunou, f0 je amplituda s´ıly, ωb je bud´ıc´ı frekvence, Ω je u´hlova´ rychlost struktury.
Dirac˚uv impulz matematicky modelujeme pomoc´ı δ funkce ( Diracova funkce), pro
kterou plat´ı
δ(ϕ− γ) =
{∞ pro ϕ = γ
0 pro ϕ 6= γ ,
b´
a
δ(ϕ− γ) dϕ =
{
1 pro γ ∈ 〈a, b〉
0 pro γ /∈ 〈a, b〉
Obra´zek 2.10 schematicky zna´zornˇuje buzen´ı rotuj´ıc´ı struktury Diracovy´m im-
pulzem.
Obra´zek 2.10: Buzen´ı Diracovy´m impulzem a rotuj´ıc´ı struktura
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Moda´ln´ı bud´ıc´ı s´ıly fxk pro x = s, c z´ıska´me tak, zˇe dosad´ıme vy´raz (2.43) do vztahu
pro vy´pocˇet moda´ln´ı s´ıly (2.22), kterou pak dosad´ıme do rovnic (2.21).
f sk =
2pˆi
0
sin kϕf0cos(ωbt)
∞∑
n=0
δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2pi)dϕ = f0cosωbt sin(k(−Ωt+ α0))
f ck =
2pˆi
0
cos kϕf0cos(ωbt)
∞∑
n=0
δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2pi)dϕ = f0cosωbt cos(k(−Ωt+ α0))
(2.44)
q¨sk + ω
2
kq
s
k =
1
piµ
f0cosωbt sin (k(−Ωt+ α0))
q¨ck + ω
2
kq
c
k =
1
piµ
f0cosωbt cos (k(−Ωt+ α0))
(2.45)
Pozna´mka
Urcˇity´ integra´l soucˇinu funkce cos(kϕ) a Diracova hrˇebene s periodou 2pi na
intervalu 〈0, 2pi) je roven
2p´i
0
cos kϕ
∞∑
n=0
δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2pi) dϕ =
=
∞∑
n=0
{
cos k(−Ωt+ α0 + n2pi) pro (−Ωt+ α0 + n2pi) ∈ 〈0, 2pi)
0 pro (−Ωt+ α0 + n2pi) /∈ 〈0, 2pi)
}
=
= cos k(−Ωt+ α0)
Stejny´ postup je v prˇ´ıpadeˇ soucˇinu funkce sin(kϕ) a Diracova hrˇebene s periodou
2pi na intervalu 〈0, 2pi).
K rˇesˇen´ı rovnice (2.45) pouzˇijeme Laplaceovu transformaci a budeme uvazˇovat
nulove´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky qk(0) = 0 , q˙k(0) = 0 , po transformaci dostaneme
Laplace˚uv obraz rovnice (2.45).
G(s)Q(s) = F(s) (2.46)
kde F(s) je Laplace˚uv obraz s´ıly, Q(s) je Laplace˚uv obraz odezvy a da´le
G(s) = s2 + ω2k (2.47)
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F s(s) = f0
piµ
kΩ(−k2Ω2 + ω2b − s2)cos kα0 + s (k2Ω2 + ω2b + s2)sin kα0
((ωb − kΩ)2 + s2)((ωb + kΩ)2 + s2)
F c(s) = f0
piµ
kΩ(+k2Ω2 − ω2b + s2)sin kα0 + s (k2Ω2 + ω2b + s2) cos kα0
((ωb − kΩ)2 + s2)((ωb + kΩ)2 + s2)
(2.48)
Zpeˇtnou Laplaceovou transformac´ı vztahu (2.49) z´ıska´me rˇesˇen´ı qk(t).Vztah (2.50)
je odvozen pro prˇ´ıpad, kdy je α0 = 0.
Q(s) = F(s)G(s) (2.49)
qsk(t) =
f0
piµ
[
1
2
sin(ωb + kΩ)t
(ωb + kΩ)
2 − ω2k
− 1
2
sin(ωb − kΩ)t
(ωb − kΩ)2 − ω2k
+
+
kΩ
ωk
(−k2Ω2 + ω2b + ω2k)sin(ωkt)
((ωb + kΩ)
2 − ω2k) ((ωb − kΩ)2 − ω2k)
]
qck(t) =
f0
piµ
[
1
2
−cos(ωb + kΩ)t
(ωb + kΩ)
2 − ω2k
− 1
2
cos(ωb − kΩ)t
(ωb − kΩ)2 − ω2k
+
+
(k2Ω2 + ω2b − ω2k)sin(ωkt)
((ωb + kΩ)
2 − ω2k) ((ωb − kΩ)2 − ω2k)
]
(2.50)
Vy´sledna´ usta´lena´ odezva na vy´sˇe uvedene´ buzen´ı je rovna
z(ϕ, t) =
∞∑
k=0
(sin kϕqsk + cos kϕq
c
k) =
=
f0
2piµ
∞∑
k=0
[
cos(kΩt+ ωbt+ kϕ)
ω2k − (ωb + kΩ)2
+
cos(−kΩt+ ωbt− kϕ)
ω2k − (ωb − kΩ)2
] (2.51)
Trˇet´ı cˇlen ve vy´razu (2.50) reprezentuje prˇechodovy´ deˇj, nebot’ se harmonicky meˇn´ı
s vlastn´ı frekvenc´ı ωk . Prvn´ı dva cˇleny popisuj´ı vynucene´ usta´lene´ kmita´n´ı.
Rezonancˇn´ı stav nastane, pokud ve vy´razu (2.51) je jmenovatel u prvn´ıho cˇi
druhe´ho zlomku roven nule. Rezonacˇn´ı podmı´nku pak mu˚zˇeme zapsat ve tvaru
(2.52).
ωk = ωb ± kΩ (2.52)
Vztah (2.52) se vyuzˇ´ıva´ prˇi experimenta´ln´ım meˇrˇen´ı olopatkovany´ch disk˚u, pokud
je vyuzˇ´ıva´n k buzen´ı AC magnet s promeˇnou bud´ıc´ı frekvenc´ı ωb. Tento vztah na´m
umozˇnˇuje identifikovat uzlove´ pr˚umeˇry k -te´ho tvaru kmita´n´ı, nebot’ prˇi rezonacˇn´ım
stavu zna´me vlastn´ı frekvenci ωk (z meˇrˇen´ı), bud´ıc´ı frekvenc´ı ωb a frekvenci ota´cˇen´ı
Ω.
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Zvla´sˇtn´ı prˇ´ıpady
• Pro prˇ´ıpad kdy struktura nerotuje tj. Ω = 0, mu˚zˇeme vy´raz (2.51) zjednodusˇit.
Usta´lena´ odezva je pak vyja´drˇena vztahem (2.53), ktery´ popisuje stojate´ vlneˇn´ı
nerotuj´ıc´ı struktury viz. obra´zek 2.4. S t´ımto typem odezvy se mu˚zˇeme v praxi
cˇasto setkat a to v prˇ´ıpadeˇ, kdy je prova´deˇna experimenta´ln´ı moda´ln´ı analy´za
rotacˇn´ı struktury buzene´ v jednom mı´steˇ harmonicky´m signa´lem.
z(ϕ, t) =
f0
piµ
∞∑
k=0
cos(ωbt)cos kϕ
ω2k − ω2b
(2.53)
• Pro prˇ´ıpad kdy je Ω 6= 0 a frekvence buzen´ı ωb = 0, pak vy´raz (2.51) prˇejde
do tvaru (2.55) (pro usta´lenou odezvu).
qk(t) =
f0
piµ
[
−sin kΩt+ cos kΩt
ω2k − (kΩ)2
]
(2.54)
z(ϕ, t) =
f0
piµ
∞∑
k=0
[
−sin kΩt sin kϕ+ cos kΩt cos kϕ
ω2k − (kΩ)2
]
=
f0
piµ
∞∑
k=0
cos(kΩt+ kϕ)
ω2k − (kΩ)2
(2.55)
S t´ımto typem odezvy se v praxi setka´va´me, pokud je rotuj´ıc´ı rotacˇneˇ symet-
ricka´ struktura buzena me´diem z trysky. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou odezvou beˇzˇ´ıc´ı
vlny, jejichzˇ u´hlova´ frekvence je rovna kΩ.
Ze vztahu (2.55) vyply´va´, zˇe prˇi buzen´ı rotuj´ıc´ı struktury lokalizovanou
statickou silou docha´z´ı k buzen´ı vsˇemi na´sobky ota´cˇkove´ frekvence, mimo jine´
nazy´vane´ jako polyharmonicke´ buzen´ı.
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Pokud je nerotuj´ıc´ı (Ω = 0) rotacˇneˇ symetricka´ struktura buzena v jednom
mı´steˇ harmonicky promeˇnny´m impulzem, pak usta´lenou odezvou je stojate´
vlneˇn´ı.
• Pokud je rotuj´ıc´ı rotacˇneˇ symetricka´ struktura buzena staticky´m impulzem,
pak usta´lenou odezvou je nekonecˇneˇ mnoho beˇzˇ´ıc´ıch vln s u´hlovy´mi frekvencemi
kΩ.
• Vztah ωk = ωb±kΩ urcˇuje rezonacˇn´ı podmı´nku a za´rovenˇ je v praxi vyuzˇ´ıva´n
pro identifikaci pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u vybuzeny´ch vlastn´ıch tvar˚u.
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3 Rotacˇneˇ periodicka´ struktura
Rotacˇneˇ periodickou strukturou rozumı´me n identicky´ch substruktur (segment˚u),
ktere´ tvorˇ´ı uzavrˇeny´ prstenec. Soused´ıc´ı segmenty jsou prova´za´ny vazebn´ı podmı´nkou
tak, aby se zarucˇilo pozˇadovane´ rotacˇneˇ periodicke´ chova´n´ı. Prˇ´ıkladem rotacˇneˇ sy-
metricke´ struktury je olopatkovany´ disk, ozubene´ kolo, cˇi elektra´renska´ chlad´ıc´ı veˇzˇ.
3.1 Vy´pocˇtovy´ model
Pro numerickou analy´zu olopatkovane´ho disku je nutne´ sestavit patrˇicˇny´ jeho
matematicky´ model. V dnesˇn´ı dobeˇ nejrozsˇ´ıˇreneˇjˇs´ı zp˚usobem k vytvorˇen´ı vy´pocˇtove´ho
modelu je aplikace metody konecˇny´ch prvk˚u (MKP). Tato metoda umozˇnˇuje pomoc´ı
diskretizace kontinua popsat syste´m pomoc´ı matice hmotnosti M, matice tlumen´ı
B, matice gyroskopicky´ch moment˚u G a matice tuhosti K.
C´ılem te´to pra´ce nen´ı presentovat postup sestavova´n´ı matic M, B, K, G, nebot’
existuje mnoho komercˇn´ıch programu˚, ktere´ velmi efektivneˇ toto provedou a da´le
poskytuj´ı mozˇnost exportovat vy´sˇe uvedene´ matice v bina´rn´ı cˇi textove´ formeˇ.
Tato pra´ce mimo jine´ chce presentovat vy´pocˇetn´ı postupy, ktere´ nejsou dostupne´ v
komercˇn´ıch programech a je nutne´ tyto postupy naprogramovat mimo jizˇ zminˇovane´
programy.
Meˇjme rotacˇneˇ periodickou strukturu slozˇenou z n segment˚u rotuj´ıc´ı u´hlovou
rychlost´ı Ω kolem osy symetrie z, viz. obra´zek 3.1.
Segment struktury je ohranicˇen obecny´mi plochami, ktere´ sv´ıraj´ı u´hel ϕ, a ktery´
je definova´n jako pod´ıl 2pi ku pocˇtu segment˚u n, viz. obra´zek 3.1.
Obra´zek 3.1: Sche´maticke´ zna´zorneˇn´ı segmentu rotacˇneˇ periodicke´ struktury
P´ısmenem L ( z anglicke´ho low ) budeme oznacˇovat hranici segmentu, ktera´ ma´ v
pravotocˇive´m sourˇadne´m syste´mu u´hlovou polohu mensˇ´ı nezˇ druha´ hranice, kterou
budeme znacˇit p´ısmenem H ( z anglicke´ho high).
Pohybova´ rovnice popisuj´ıc´ı chova´n´ı jednoho segmentu je da´na rovnic´ı (3.1).
Mq¨ + Bq˙ + ΩGq˙ +Kq = f(t) , kde K = K0 + Ω2(Kst −MD) (3.1)
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Cˇlen Ω2MD reprezentuje matici tzv. sn´ızˇen´ı tuhosti vlivem rotace a cˇlen Ω2Kst je
matice vyjadrˇuj´ıc´ı zpevneˇn´ı lopatky proti ohybu v d˚usledku p˚usoben´ı odstrˇedivy´ch
sil. Principia´ln´ı vysveˇtlen´ı je uvedeno v Prˇ´ıloze 7.2 . Matice M resp. K popisuje
hmotnost resp. tuhost lopatky za klidu. Cˇlen popisuj´ıc´ı gyroskopicky´ efekt ΩGq˙,
nebudeme da´le uvazˇovat, nebot’ jeho vliv nen´ı vy´znamny´, jak bylo uka´za´no v pub-
likaci [20].
Rotacˇn´ı periodicity struktury je mozˇno vyzˇ´ıt ke sn´ızˇen´ı pocˇtu stupnˇ˚u volnosti a
to tolikra´t kolik je substruktur (segment˚u). Ma´me-li diskre´tn´ı matematicky´ model
substruktury (3.1), pak je mozˇne´ sestavit take´ diskre´tn´ı matematicky´ model cele´
rotacˇneˇ periodicke´ struktury s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky. Pouzˇit´ı te´to
podmı´nky je omezeno na idea´lneˇ rotacˇneˇ periodickou strukturu. A to plat´ı jak pro
vlastn´ı geometrii struktury, tak pro aplikovane´ zat´ızˇen´ı. Pro prˇ´ıpad, kdy je rotacˇneˇ
periodicka´ struktura zat´ızˇena obecneˇ rozlozˇeny´m zat´ızˇen´ım meˇn´ıc´ı se harmonicky v
cˇase, je mozˇne´ toto zat´ızˇen´ı popsat pomoc´ı teorie Fourierovy´ch rˇad.
Sˇ´ıˇr´ı-li se rotacˇneˇ periodickou strukturou vlna v obvodove´m smeˇru pak u´hlove´
fa´zove´ zpozˇdeˇn´ı ψ mezi hranicemi segmentu je da´no vztahem (3.2), kde ND definuje
pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u. (V literaturˇe se ND neˇkdy nazy´va´ jako harmonicky´ index
prˇ´ıpadneˇ vlnove´ cˇ´ıslo). U´hel ψ mu˚zˇe naby´vat hodnot od -pi do +pi.
ψ = NDϕ (3.2)
Pro prˇ´ıpad, kdy ψ = pi, plat´ı (3.3), cozˇ znamena´, zˇe pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u ND
mu˚zˇe naby´vat maxima´ln´ı hodnoty, ktera´ je rovna polovineˇ pocˇtu segment˚u. Pokud
n je liche´ cˇ´ıslo, pak ND mu˚zˇe naby´vat maxima´ln´ı hodnoty (n− 1)/2.
ND =
ψ
ϕ
=
pi
2pi
n
=
n
2
(3.3)
Vektor zobecneˇny´ch sourˇadnic q mu˚zˇeme rozdeˇlit na posuvy v mı´steˇ hranic qL,qH a
na posuvy vnitrˇn´ıch uzl˚u segmentu qi. Ve stejne´m duchu rozdeˇl´ıme i zobecneˇne´ s´ıly
f, viz. vztah (3.4).
q =
qLqi
qH
 , f =
fLfi
fH
 (3.4)
Pozn a´mka:
Z pohledu silove´ho zat´ızˇen´ı segmentu je trˇeba si uveˇdomit, zˇe pokud se aplikuj´ı
vneˇjˇs´ı silove´ u´cˇinky fL, fH na obeˇ hranice segmentu L a H, pak tyto mus´ı splnˇovat
vztah (3.7) a za´rovenˇ jejich amplitudy mus´ı mı´t polovicˇn´ı velikost nezˇ v prˇ´ıpadeˇ,
kdyzˇ by se aplikovala s´ıla jen na jednu z hranic segmentu. Je to z d˚uvodu rozdeˇlen´ı
silove´ho zat´ızˇen´ı mezi soused´ıc´ımi segmenty.
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Pomoc´ı posuv˚u qL mu˚zˇeme vyja´drˇit posuvy qH na hranici H dle vztahu (3.5),
ktery´ definuje rotacˇneˇ periodickou podmı´nku.
qH = e
iNDϕ qL (3.5)
Podmı´nku periodicity (3.5) da´le dosad´ıme do vztahu (3.4) tak, abychom vyloucˇili
posuvy qH .
q =
qLqi
qH
 =
 I 00 I
Ieiψ 0
[qL
qi
]
= H
[
qL
qi
]
= Hq (3.6)
f =
fLfi
fH
 =
 I 00 I
Ieiψ 0
[fL
fi
]
= H
[
fL
fi
]
= Hf (3.7)
Transformacˇn´ı vztahy (3.6) a (3.7) dosad´ıme do pohybove´ rovnice (3.1) a celou
rovnici vyna´sob´ıme zleva hermitovsky transponovanou matic´ı HH . T´ımto dojde k
vyloucˇen´ı zobecneˇny´ch sourˇadnic qH .
Mq¨ + Bq˙ +Kq = HHHf(t) (3.8)
Matice M = HHMH a K = HHKH jsou Hermitovske´ matice, nebot’ plat´ı(
HHMH
)H
= HHMH ,
(
HHKH
)H
= HHKH (3.9)
Rovnice (3.8) popisuje chova´n´ı cele´ho olopatkovane´ho disku na za´kladeˇ matemat-
icke´ho modelu jednoho segmentu a rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky.
3.2 Proble´m vlastn´ıch hodnot - moda´ln´ı analy´za
Moda´ln´ı analy´zou se rozumı´ zjiˇst’ova´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu jako jsou vlastn´ı
frekvence a vlastn´ı tvary. Moda´ln´ı analy´za mu˚zˇe by´t zalozˇena na za´kladeˇ experi-
mentu, pak mluv´ıme o experimenta´ln´ı moda´ln´ı analy´ze, nebo na za´kladeˇ vy´pocˇt˚u,
a pak ji nazy´va´me vy´pocˇtova´ moda´ln´ı analy´za. V te´to kapitole se budeme zaby´vat
vy´pocˇtovou moda´ln´ı analy´zou.
Da´le budeme uvazˇovat konzervativn´ı resp. slabeˇ nekonzervativn´ı linea´rn´ı syste´m
(3.8). To znamena´, zˇe B = 0 resp. B nema´ vy´znamny´ vliv na moda´ln´ı vlastnosti
syste´mu.
Mq¨ +Kq = 0 (3.10)
Rˇesˇen´ı rovnice (3.10) budeme hledat ve tvaru,
q = veiλt (3.11)
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kde v je vlastn´ı vektor a λ je vlastn´ı frekvence.
Dosazen´ım (3.11) do rovnice (3.10) dostaneme rovnici popisuj´ıc´ı proble´m vlastn´ıch
hodnot. (
K− λ2M)v = 0 (3.12)
Rovnici mu˚zˇeme da´le rozdeˇlit na cˇa´st rea´lnou a cˇa´st imagina´rn´ı.
K = KR + iKI , M = MR + iMI (3.13)
([
KR −KI
KI KR
]
− λ2
[
MR −MI
MI MR
])[
vR
vI
]
=
[
0
0
]
(3.14)
Rˇesˇen´ım proble´mu vlastn´ıch hodnot linea´rn´ı rovnice (3.14) z´ıska´me vlastn´ı frekvence
λ a vlastn´ı vektory v .
V za´vislosti na ND z´ıska´me trˇi typy vlastn´ıch tvar˚u:
1. Pro prˇ´ıpad ND=0 budou vsˇechny segmenty kmitat shodneˇ a se stejnou fa´z´ı.
Tento tvar kmitu je popsa´n pouze jedn´ım vlastn´ım tvarem a jednou vlastn´ı
frekvenc´ı.
2. Pro prˇ´ıpad ND=n/2 budou vsˇechny segmenty mı´t shodny´ tvar, ale sousedn´ı
segmenty budou kmitat v protifa´zi. Tento tvar kmitu mu˚zˇe nastat pouze v
prˇ´ıpadeˇ, pokud n je sude´. Tento tvar kmitu je popsa´n pouze jedn´ım vlastn´ım
tvarem a jednou vlastn´ı frekvenc´ı podobneˇ jako pro prˇ´ıpad ND=0
3. Tvary kmitu pro vsˇechny ostatn´ı ND se vyskytuj´ı v pa´rech a jsou v˚ucˇi sobeˇ
ortogona´ln´ı, tzn. vIa vR jsou vza´jemneˇ ortogona´ln´ı.
Rozvineme-li vlastn´ı tvar v za´kladn´ıho segmentu dle vztahu (3.15) z´ıska´me vlastn´ı
tvar vc cele´ rotacˇneˇ periodicke´ struktury, kde T je transformacˇn´ı matice.
vc =

I
IeiNDϕ
.˙
IeiNDϕ(n−1)
 v = Tv (3.15)
Da´le zjist´ıme vztah mezi vlastn´ımi tvary pro prˇ´ıpad kdy ψ = NDϕ a ψ = −NDϕ.
Podobneˇ jako pro ψ = NDϕ provedeme odvozen´ı charakteristicke´ rovnice pro
ψ = −NDϕ. Plat´ı,
H− = H∗ (3.16)
kde H−znacˇ´ı transformacˇn´ı matici pro -ND dle vztahu (3.6) a je komplexneˇ sdruzˇena´
s matic´ı H .
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Charakteristicka´ rovnice bude pak popsa´na dle (3.17),((
K
)∗ − (λ−)2(M)∗)v− = 0 (3.17)
kde v−resp. λ− znacˇ´ı vlastn´ı vektor resp. vlastn´ı cˇ´ıslo pro prˇ´ıpad -ND. A da´le plat´ı,
(H−)HMH− = (H∗)HMH∗ =
(
HHMH
)∗
=
(
M
)∗
(H−)HKH− = (H∗)HKH∗ =
(
HHKH
)∗
=
(
K
)∗
nebot’ prvky matic M, K jsou rea´lne´. K rovnici (3.17) najdeme rovnici komplexneˇ
sdruzˇenou (3.18). (
K− {(λ−)∗}2M)(v−)∗ = 0 (3.18)
Na za´kladeˇ porovna´n´ı rovnic (3.18) a (3.12) mu˚zˇeme konstatovat, zˇe mus´ı platit
λ =
(
λ−
)∗
, v =
(
v−
)∗
(3.19)
Da´le dosad´ıme do vztahu (3.15) jednou pro prˇ´ıpad ND a pak pro prˇ´ıpad -ND a
dostaneme
vc = Tv
v−c = T∗v− = (Tv)
∗ = v∗c
(3.20)
Pro vlastn´ı tvary, ktere´ maj´ı stejne´ uzlove´ pr˚umeˇry, liˇs´ıc´ı se ale zname´nkem plat´ı,
zˇe tyto tvary jsou v˚ucˇi sobeˇ komplexneˇ sdruzˇene´, jak ukazuje (3.20).
Definova´n´ı uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u vysˇsˇ´ıch nezˇ n/2
Vyjdeme ze vztahu (3.2) ( ψ = NDϕ, kde ϕ = 2pi/n) definuj´ıc´ı fa´zovy´ posun de-
formac´ı dvou sousedn´ıch segment˚u v za´vislosti na uzlove´m pr˚umeˇru. Zaved’me v´ıce
obecny´ fa´zovy´ posuv ψ˜ dle (3.21)
ψ˜ = ψ + s2pi
ψ˜ = −ψ + s2pi , kde s = 0, 1, 2...∞
(3.21)
Po dosazen´ı do (3.21) za ψ˜ = N˜Dϕ resp. ψ = NDϕ a podeˇlen´ım u´hlem ϕ dostaneme
N˜D = s n± ND (3.22)
kde N˜D nazy´va´me takte´zˇ uzlovy´m pr˚umeˇrem. Pro dany´ ND existuje nekonecˇneˇ
mnoho uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u N˜D , ktere´ jsou sva´za´ny vztahem (3.22), tzn. vlastn´ı tvar
kmitu definovany´ uzlovy´m pr˚umeˇrem ND v sobeˇ za´rovenˇ obsahuje i vysˇsˇ´ı uzlove´
pr˚umeˇry N˜D .
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3.3 Vynucene´ kmita´n´ı
3.3.1 Harmonicke´ buzen´ı silou periodicky rozlozˇenou v obvodove´m smeˇru
Budeme prˇedpokla´dat, zˇe vneˇjˇs´ı silove´ u´cˇinky na rotacˇneˇ periodickou strukturu maj´ı
cˇasoveˇ harmonicky´ pr˚ubeˇh a za´rovenˇ jsou jejich amplitudy v dany´ cˇasovy´ okamzˇik
po obvodeˇ disku periodicky rozlozˇeny tak, jak je naznacˇeno na obra´zku 3.2.
Obra´zek 3.2: Graf zna´zornˇuj´ıc´ı rozlozˇen´ı bud´ıc´ı s´ıly na polomeˇru r1 v dany´
cˇasovy´ okamzˇik (sche´maticke´ zobrazen´ı pro strukturu s 10 segmenty a s roz-
lozˇen´ım s´ıly odpov´ıdaj´ıc´ı jednomu uzlove´mu pr˚umeˇru)
Graf ukazuje pr˚ubeˇh amplitud s´ıly po obvodeˇ na polomeˇru r1 v dany´ cˇasovy´ okamzˇik.
Je-li bod AII libovolny´ bod na segmentu II a bod AIII na segmentu III a pokud plat´ı,
zˇe jsou tyto body v˚ucˇi sobeˇ pootocˇeny kolem osy symetrie o u´hel ϕ definuj´ıc´ı vy´secˇ
segmentu, pak silove´ u´cˇinky p˚usob´ıc´ı v teˇchto bodech mus´ı by´t sva´za´ny podmı´nkou
rotacˇneˇ periodicke´ symetrie (3.23), kde k je libovolne´ cele´ neza´porne´ cˇ´ıslo definuj´ıc´ı
tvarove´ rozlozˇen´ı sil v obvodove´m smeˇru.
fAII = e
ikϕ fAIII (3.23)
Jiny´mi slovy to znamena´, zˇe pokud aplikujeme silove´ zat´ızˇen´ı f0(r, z, α) na za´kladn´ı
segment 0, pak na segmentu j bude silove´ rozlozˇen´ı definovane´ vztahem (3.24). Toto
je nutny´ pozˇadavek, aby platily na´sleduj´ıc´ı vztahy pro vy´pocˇet harmonicke´ odezvy.
fj(r, z, α) = e
ikjϕf0(r, z, α) (3.24)
Cˇasovy´ pr˚ubeˇh vy´sˇe definovane´ho silove´ho zat´ızˇen´ı na j-te´m segmentu je da´n vzta-
hem (3.25), kde r, z, α jsou va´lcove´ sourˇadnice popisuj´ıc´ı mı´sto na strukturˇe, f0(r, z, α)
je amplituda s´ıly, ωb je bud´ıc´ı frekvence. U´hel αmu˚zˇe naby´vat hodnot z intervalu
〈0, 2pi/n〉 .
fj(r, z, α, t) = f0(r, z, α)e
i(kjϕ+ωbt) (3.25)
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Prˇ´ıklad harmonicke´ho cˇasove´ho pr˚ubeˇhu bud´ıc´ı s´ıly periodicky se meˇn´ıc´ı po obvodeˇ
struktury je zobrazen graficky na obra´zku 3.3.
Obra´zek 3.3: Cˇasovy´ pr˚ubeˇh bud´ıc´ı s´ıly periodicky se meˇn´ıc´ı po obvodeˇ struk-
tury (sche´maticke´ zobrazen´ı pro strukturu s 10 segmenty a s rozlozˇen´ım s´ıly
odpov´ıdaj´ıc´ı jednomu uzlove´mu pr˚umeˇru)
Z prakticke´ho pohledu na´s da´le bude zaj´ımat usta´lena´ odezva nikoliv prˇechodovy´
deˇj. Budeme prˇedpokla´dat, zˇe syste´m je slabeˇ nekonzervativn´ı. Pro vy´pocˇet odezvy
zvol´ıme moda´ln´ı metodu, tzn. moda´ln´ı transformaci (3.26), kterou dosad´ıme do
rovnice (3.8) a vyna´sob´ıme zleva hermitovsky transponovanou moda´ln´ı matic´ı VH .
q = Vu(t) (3.26)
Moda´ln´ı matice V je normalizovana´ tak, aby platilo
VHMV = I => VHBV = D, VHKV = Λ
Matice D je diagona´ln´ı a prvky na diagona´le jsou rovny 2ηjωj , kde ωj je j-ta´
vlastn´ı frekvence a ηj je pomeˇrny´ u´tlum j-te´ho tvaru.
VHMVu¨(t) + VHBVu˙(t) + VHKVu(t) = VHHHHf(t) (3.27)
Iu¨(t) + Du˙(t) + Λu(t) = VHHHHf(t) (3.28)
Pro bud´ıc´ı s´ılu f(t) = f 0e
iωbt budeme rˇesˇen´ı rovnice (3.28) hledat ve frekvencˇn´ı
oblasti ve tvaru u(t) = u0e
iωbt
u0 = [−Iω2b + iωbD+ Λ] −1VHHHHf 0 (3.29)
Vy´sledna´ cˇasova´ odezva ma´ pak tvar (3.30).
q(t) = V[−Iω2b + iωbD+ Λ] −1VHHHHf 0eiωbt (3.30)
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Odezvu j-te´ho segmentu pak vyja´drˇ´ıme dle (3.31),
qj = e
iNDϕj
 I 00 I
IeiNDϕ 0
[qL
qi
]
(3.31)
kde ND reprezentuje pocˇet uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u a plat´ı ND = k.
Cˇasova´ odezva urcˇena´ vztahem (3.30) reprezentuje tzv. beˇzˇ´ıc´ı vlnu, jej´ızˇ u´hlova´
rychlost je rovna bud´ıc´ı frekvenci ωb. Pro odezvu a rezonacˇn´ı stav prˇi vy´sˇe uvedene´m
typu buzen´ı plat´ı podobne´ za´veˇry, ktere´ byly ucˇineˇny v kapitole 2.2.1 (Harmonicke´
buzen´ı pohybuj´ıc´ı se v prostoru a stoj´ıc´ı rotacˇneˇ symetricka´ struktura), tzn. re-
zonacˇn´ı stav nastane v prˇ´ıpadeˇ, kdy jsou splneˇny na´sleduj´ıc´ı dveˇ podmı´nky:
1. plat´ı rovnost bud´ıc´ı a vlastn´ı frekvence ωb = ωj ( j-ta´ vlastn´ı frekvence)
2. existuje tvarova´ shoda mezi bud´ıc´ı silou a vlastn´ım tvarem ve smyslu pocˇtu
uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u tj. ND = k
Zvla´sˇtn´ı prˇ´ıpady
Vyjdeˇme ze vztahu (3.30) pro vy´pocˇet amplitudy harmonicke´ odezvy a prˇedpokla´-
dejme, zˇe bud´ıc´ı s´ıla se bude po obvodeˇ na jednotlivy´ch segmentech meˇnit dle vztahu
(3.24). Zaj´ıma´ na´s, jak se bude liˇsit vy´sledna´ odezva pro prˇ´ıpad, kdy tvarove´ ro-
zlozˇen´ı s´ıly bude vykazovat k uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u, a pro prˇ´ıpad, kdy s´ıla bude obsaho-
vat n−k uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u, kde n je pocˇet segment˚u struktury. Da´le prˇedpokla´dejme,
zˇe v obou prˇ´ıpadech bude s´ıla f 0(r, z) na za´kladn´ım segmentu identicka´. Dosad´ıme
vztah (3.2) do vztahu (3.3) pro transformacˇn´ı matice H s t´ım, zˇe jednou budeme
uvazˇovat ND=k a podruhe´ ND=n-k, viz. (3.32).
Hk =
 I 00 I
Ieik 2pin 0
 , Hn−k =
 I 00 I
Iei(n−k)
2pi
n 0
 = H∗k (3.32)
Ve vztahu (3.30) figuruje mimo jine´ soucˇinHHH, ktery´ mu˚zˇe ovlivnit vy´slednou
odezvu, ostatn´ı cˇleny ve vztahu jsou v nasˇem prˇ´ıpadeˇ nemeˇnne´, nebot’ z kapitoly
3.2 v´ıme, zˇe vlastn´ı tvar resp. moda´ln´ı matice V pro dane´ ND je za´rovenˇ vlastn´ım
tvarem pro s n ± ND . Pro oba zkoumane´ prˇ´ıpady se matice Hk a Hn−k liˇs´ı t´ım, zˇe
jsou v˚ucˇi sobeˇ komplexneˇ sdruzˇene´, ale pro jejich soucˇin HHk Hk = HHn−kHn−k plat´ı
rovnost, z cˇehozˇ vyply´va´, zˇe v obou prˇ´ıpadech bude odezva totozˇna´.
Meˇjme rotacˇneˇ periodickou strukturu, ktera´ rotuje u´hlovou rychlost´ı Ω a p˚usob´ı
na n´ı staticka´ s´ıla v˚ucˇi nepohybuj´ıc´ımu se sourˇadnicove´mu syste´mu. Pokud tvar
rozlozˇen´ı s´ıly je charakterizova´n ND uzlovy´mi pr˚umeˇry, pak je rotuj´ıc´ı struktura
buzena frekvenc´ı ωb = ND Ω. Na za´kladeˇ za´veˇr˚u z kapitoly 2.2.3 mu˚zˇeme prohla´sit,
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zˇe prˇi rezonacˇn´ım stavu dojde k vybuzen´ı zpeˇtneˇ beˇzˇ´ıc´ı vlny, ktera´ se bude jevit v
nepohybuj´ıc´ım se sourˇadnicove´m syste´mu jako stoj´ıc´ı.
Graf na obra´zku 3.4 ukazuje grafickou interpretaci za´vislosti bud´ıc´ı frekvence na
pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u bud´ıc´ı s´ıly. Da´le je mozˇne´ pomoc´ı tohoto grafu identifikovat,
jake´ uzlove´ pr˚umeˇry se mohou vybudit, cozˇ naznacˇuje svisla´ modra´ svisla´ cˇa´ra.
Obra´zek 3.4: Graf za´vislosti bud´ıc´ı frekvence na uzlovy´ch pr˚umeˇrech bud´ıc´ı s´ıly
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3.3.2 Buzen´ı obecneˇ rozlozˇenou statickou silou a rotuj´ıc´ı struktura
Budeme prˇedpokla´dat obecneˇ rozlozˇenou statickou s´ılu v prostoru, ktera´ svy´mi
u´cˇinky p˚usob´ı na rotuj´ıc´ı rotacˇneˇ periodickou strukturu. Staticka´ bud´ıc´ı s´ıla fs(r, z, αs)
je popsa´na pomoc´ı va´lcovy´ch sourˇadnic r , αs, z, kde osa z je osou rotace a za´rovenˇ
je i osou rotacˇneˇ periodicke´ symetrie struktury. U´hlova´ rychlost struktury je Ω. Pro
zvolene´ sourˇadnice r , z je pr˚ubeˇh staticke´ s´ıly v za´vislosti na αs da´n funkc´ı f(αs),
viz. obra´zek 3.5. Tato funkce je funkc´ı periodickou s periodou 2pi. Pro libovolny´ u´hel
αs a jemu odpov´ıdaj´ıc´ı bud´ıc´ı s´ılu fs(r, z, αs) mu˚zˇeme tuto s´ılu na za´kladeˇ konecˇne´ho
Fourierova rozvoje popsat dle vztahu (3.33),
fs(r, z, αs) = fs(r, z, α + jϕ) =
n/2∑
k=0
fk(r, z, α) e
ikϕeikjϕ (3.33)
kde fk(r, z, α) je koeficient Fourierova rozvoje, ktery´ je za´visly´ na sourˇadnic´ıch r, z, α
a reprezentuje bud´ıc´ı s´ılu s k uzlovy´mi pr˚umeˇry, ktera´ p˚usob´ı na za´kladn´ı segment.
U´hel αmu˚zˇe naby´vat hodnot z intervalu 〈0, 2pi/n〉 a libovolne´ αs mu˚zˇeme vyja´drˇit
pomoc´ı u´hlu α a ϕ dle vztahu (3.34),
αs = α + jϕ (3.34)
kde j mu˚zˇe naby´vat hodnot od 0 do n-1.
Obra´zek 3.5: Sche´maticky´ pr˚ubeˇh staticke´ bud´ıc´ı s´ıly v obvodove´m smeˇru (pro
zvolene´ sourˇadnice r , z)
Jelikozˇ struktura soucˇasneˇ rotuje u´hlovou rychlost´ı Ω a je vystavena p˚usoben´ı stat-
icke´ s´ıle fs(r, z, αs), je to ve vy´sledku to same´, jako kdyzˇ je stoj´ıc´ı struktura buzena
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rotuj´ıc´ı s´ılou fs(r, z, αs) o u´hlove´ rychlost´ı Ω. Toto buzen´ı pak mu˚zˇeme zapsat ve
tvaru (3.35).
fs(r, z, αs, t) =
n/2∑
k=0
fk(r, z, α) e
ik(j+1)ϕeikΩt (3.35)
Vy´raz fk(r, z, α) e
ik(j+1)ϕeikΩt reprezentuje periodicky rozlozˇenou s´ılu po obvodu struk-
tury a za´rovenˇ ma´ tato s´ıla cˇasoveˇ harmonicky´ pr˚ubeˇh s frekvenc´ı kΩ. Odezva na
tento typ buzen´ı byla rˇesˇena v kapitole 3.3.1, kde vektor odezvy je da´n vy´razem
(3.30).
Vy´sledna´ odezva rotuj´ıc´ı struktury na buzen´ı statickou silou je da´na soucˇtem
odezev pro jednotlive´ bud´ıc´ı s´ıly fk(r, z, α) dle vztahu (3.36).
q(t) =
n/2∑
k=0
Hqk(t) =
n/2∑
k=0
HV[−I (kΩ)2 + i kΩ D+ Λ] −1VHHHfkei kΩt (3.36)
S t´ımto typem buzen´ı se v turbina´rˇske´ praxi setka´me velmi cˇasto, at’ uzˇ je to
buzen´ı obeˇzˇny´ch lopatek v d˚usledku u´plav˚u za rozva´deˇc´ımi lopatkami cˇi v d˚usledku
nerovnomeˇrne´ho tlakove´ho pole v okol´ı odbeˇrove´ho potrub´ı pa´ry a nebo v d˚usledku
tzv. parcia´ln´ıho ostrˇiku obeˇzˇny´ch lopatek u regulacˇn´ıch stupnˇ˚u, viz. obra´zek 3.6. U
prvneˇ zminˇovane´ho prˇ´ıpadu, tj. u buzen´ı obeˇzˇny´ch lopatek vlivem u´plav˚u, se vsˇak
velmi cˇasto toto buzen´ı nahrazuje pouze prvn´ı harmonickou slozˇkou z vy´razu (3.33).
Obra´zek 3.6: Obecny´ pr˚ubeˇh s´ıly p˚usob´ıc´ı na obeˇzˇne´ kolo prˇi parcia´ln´ım ostrˇiku
z´ıskany´ na za´kladeˇ CFD vy´pocˇtu
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3.3.3 Vybuditelnost vlastn´ıho tvaru - beˇzˇ´ıc´ı vlny
Z prakticke´ho pohledu je vzˇdy d˚ulezˇite´ veˇdeˇt, jak moc se dany´ vlastn´ı tvar kmitu
vybud´ı prˇi zna´me´m silove´m buzen´ı. V literaturˇe [33] se pro tyto u´cˇely zava´d´ı tzv.
participacˇn´ı faktor, ktery´ definuje mı´ru vybuditelnosti vlastn´ıho tvaru prˇi dane´m
buzen´ı.
Budeme prˇedpokla´dat, zˇe tlumen´ı je proporciona´ln´ı charakterizovane´ pomeˇrny´m
u´tlumem η a vlastn´ı tvary jsou od sebe dostatecˇneˇ frekvencˇneˇ vzda´leny, tzn. do
rezonacˇn´ı odezvy bude dominantneˇ prˇisp´ıvat vzˇdy ten vlastn´ı tvar, ktery´ ma´ vlastn´ı
frekvenci rovnu bud´ıc´ı.∣∣∣ 1ω2m−ω2b +2iηωbωm | ∼ 0 , pro ωb 6= ωm kde m=1,2,3....
Pro urcˇen´ı prˇ´ıspeˇvku m-te´ho vlastn´ıho tvaru do celkove´ odezvy prˇi buzen´ı frekvenc´ı
ωb = ωm vyjdeme ze vztahu (3.30) a vyja´drˇ´ıme rezonacˇn´ı odezvu za vy´sˇe uvedene´ho
prˇedpokladu,
{q(t)}m =
[{vL}m
{vi}m
]
1
2iηmω2m
[{
vHL
}
m
{
vHi
}
m
]
HHH
[
fL
fi
]
(3.37)
kdeHHH =
[
2I 0
0 I
]
, HHH
[
fL
fi
]
=
[
2fL
fi
]
= f̂ = f̂0e
iωbt
Da´le zavedeme parametr χm, ktery´ je da´n vztahem (3.38) a definuje mı´ru vybu-
ditelnosti m-te´ho tvaru kmitu z pohledu afinity vlastn´ıho tvaru kmitu{v}m a bud´ıc´ı
s´ıly.
χm =
{
vH
}
m
f̂ 0∣∣∣{v}m|∣∣∣f̂0∣∣∣ (3.38)
Parametr χm mu˚zˇe naby´vat hodnot od 0 do 1. Pokud je χm=0, pak vlastn´ı tvar
{v}m nen´ı mozˇno vybudit danou bud´ıc´ı silou ( bud´ıc´ı s´ıla a vlastn´ı tvar jsou v˚ucˇi
sobeˇ ortogona´ln´ı). Pokud je χm=1, pak dojde k vybuzen´ı vlastn´ıho tvaru {v}m v
maxima´lneˇ mozˇne´ mı´ˇre.
Hodnota parametru χm v praxi poslouzˇ´ı k rychle´mu posouzen´ı nebezpecˇnosti
vybuzen´ı vlastn´ıch tvar˚u kmit˚u bud´ıc´ı silou vyvolanou aerodynamicky´mi silami na
lopatku. Prakticke´ pouzˇit´ı je uka´za´no v kapitole 3.6.
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3.4 Aplikace rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky
3.4.1 Oveˇrˇen´ı na jednoduche´ rotacˇneˇ periodicke´ strukturˇe
Uvedeny´ postup (kapitoly 3.2, 3.3) vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı a vynucene´ho
kmita´n´ı s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky byl naprogramova´n v prostrˇed´ı
Matlab. Proble´m vlastn´ıch hodnot je rˇesˇen pomoc´ı vestaveˇne´ funkce eigs, ktera´ je
zalozˇena na Lanczos metodeˇ hleda´n´ı vlastn´ıch hodnot.
Spra´vnost odvozen´ı a take´ sestaven´ı programu bude oveˇrˇena na jednoduche´
rotacˇneˇ periodicke´ strukturˇe, ktera´ je sche´maticky zobrazena na obra´zku 3.7.
Obra´zek 3.7: Rotacˇneˇ periodicka´ struktura
Na´mi analyzovana´ rotacˇneˇ periodicka´ struktura je obecneˇ tvorˇena n segmenty, kde
kazˇdy´ segment je tvorˇen dveˇma hmotny´mi bodym1,m2, ktere´ jsou prova´za´ny pruzˇinami
k1, k2, k3. Uvazˇujeme, zˇe kazˇdy´ hmotny´ bod ma´ pouze jeden stupenˇ volnosti a to
v obvodove´m smeˇru. Hmotne´ body m2 struktury jsou harmonicky buzeny silou f2,
ktera´ je po obvodeˇ harmonicky rozlozˇena. Takovouto strukturu je mozˇne´ cha´pat jako
zjednodusˇeny´ model olopatkovane´ho disku, kde k2, m2 resp. k1, m1 representuj´ı
lopatku resp. disk, k3 urcˇuje tuhost mezi diskem a rotorem.
C´ılem da´le prezentovany´ch analy´z je porovna´n´ı dvou prˇ´ıstup˚u vy´pocˇtu dynam-
icke´ho chova´n´ı rotacˇneˇ periodicke´ struktury a oveˇrˇen´ı spra´vne´ho odvozen´ı vztah˚u v
kapitola´ch 3.2, 3.3.
Aplikace rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky 49
1. Dynamicka´ analy´za rotacˇneˇ periodicke´ struktury bez aplikace rotacˇneˇ period-
icke´ podmı´nky - uvazˇova´n plny´ model
2. Dynamicka´ analy´za rotacˇneˇ periodicke´ struktury s aplikac´ı rotacˇneˇ periodicke´
podmı´nky
Pro prˇ´ıpad 1 sestav´ıme na za´kladeˇ D’ Alembertova principu silovou rovnici rovnova´hy
pro kazˇdy´ hmotny´ bod a z´ıska´me tak pohybove´ rovnice pro celou rotacˇneˇ periodickou
strukturu. Detailneˇjˇs´ı informace ohledneˇ sestaven´ı rovnic jsou uvedeny v Prˇ´ıloze 7.3.
Pro prˇ´ıpad 2 uvazˇujme pouze segment viz. obra´zek 3.8. Prˇedpokla´dejme, zˇe
hmotne´ body segmentu maj´ı jeden stupenˇ volnosti a pohybuj´ı se pouze v obvodove´m
smeˇru tj. posouvaj´ı se pouze po kruzˇnic´ıch se strˇedem v bodeˇ O. Posuvy x1, x2, x3 jsou
uvazˇova´ny v rovineˇ struktury a reprezentuj´ı posuv v obvodove´m smeˇru.
Obra´zek 3.8: Segment rotacˇneˇ periodicke´ struktury
Sestav´ıme rovnice silove´ rovnova´hy (3.39) pro jednotlive´ hmotne´ body.
m1 0 00 m2 0
0 0 0
x¨1x¨2
x¨3
+
k1 + k2 + k3 −k2 −k1−k2 k2 0
−k1 0 k1
x1x2
x3
 =
 0f2
0
 (3.39)
Vyuzˇit´ım vztah˚u (3.6), (3.7), (3.30) a (3.31) mu˚zˇeme stanovit usta´lenou odezvu cele´
periodicke´ struktury na buzen´ı silou f2.
Pro zvolenou hodnotu n = 10 (pocˇet segment˚u) a pro zvolene´ hmotnosti a tuhosti
mi, ki byly vycˇ´ısleny hodnoty odezev pro jednotlive´ hmotne´ body a ty byly vyneseny
do graf˚u 3.9 a to jak pro plny´ model, tak pro prˇ´ıpad jednoho segmentu s rotacˇneˇ
periodickou podmı´nkou.
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Obra´zek 3.9: Odezva rotacˇneˇ periodicke´ struktury na harmonicke´ buzen´ı
Z graf˚u 3.9 je zrˇejme´, zˇe oba prˇ´ıstupy da´vaj´ı shodne´ hodnoty odezev, cˇ´ımzˇ se podarˇilo
oveˇrˇit spra´vnost odvozen´ı drˇ´ıve uvedeny´ch vztah˚u a za´rovenˇ naprogramovane´ho
ko´du pro rˇesˇen´ı dynamicke´ho chova´n´ı rotacˇneˇ periodicky´ch struktur. Pro u´plnost
je nutne´ zmı´nit, zˇe i hodnoty moda´ln´ıch vlastnost´ı byly prakticky shodne´ pro oba
prˇ´ıstupy. Graf na obra´zku 3.10 ukazuje za´vislost vlastn´ıch frekvenc´ı na uzlovy´ch
pr˚umeˇrech tzv. interferencˇn´ı diagram. Je na neˇm videˇt efekt mı´rne´ho vyztuzˇova´n´ı
struktury v za´vislosti na uzlovy´ch pr˚umeˇrech a to zejme´na pro druhou vlastn´ı
frekvenci.
Obra´zek 3.10: Interferencˇn´ı diagram pro rotacˇneˇ periodickou strukturu ( viz.
obra´zek 3.7)
Na obra´zku 3.11 jsou uka´za´ny prˇ´ıklady dvou vlastn´ıch tvar˚u analyzovane´ struktury.
Tvary v horn´ı cˇa´sti resp. v doln´ı obra´zku obsahuj´ı dva resp. trˇi uzlove´ pr˚umeˇry.
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Pro kazˇdy´ tvar je zobrazena rea´lna´ a imagina´rn´ı cˇa´st. Tyto cˇa´sti jsou na sebe or-
togona´ln´ı, cozˇ je mozˇne´ poznat mimo jine´ tak, zˇe uzlove´ cˇa´ry (pr˚umeˇry) u orto-
gona´ln´ıch tvar˚u kmitu jsou v˚ucˇi sobeˇ otocˇeny o u´hel pi/2, je podeˇlen pocˇtem uzlovy´ch
pr˚umeˇr˚u (naprˇ. pro dva uzlove´ pr˚umeˇry je natocˇen´ı uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u v˚ucˇi sobeˇ
pi/4). U prvn´ıho tvaru kmitu dominantneˇ kmitaj´ı hmoty m2 v porovna´n´ı s hmotou
m1. Vlastn´ı frekvence prvn´ıho tvaru kmitu se prakticky nemeˇn´ı v za´vislosti na pocˇtu
uzlovy´ch pr˚umeˇrech, jak je videˇt na interferencˇn´ım diagramu, viz. obra´zek 3.10. U
druhe´ho tvaru kmitu jizˇ kmitaj´ı i hmoty m1 a vlastn´ı frekvence tohoto 2. tvaru
kmitu se jizˇ znatelneˇ zvysˇuje s rostouc´ım pocˇtem uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u.
Obra´zek 3.11: Uka´zka vlastn´ıch tvar˚u rotacˇneˇ periodicke´ struktury
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Podarˇilo se oveˇrˇit spra´vnost odvozeny´ch vztah˚u pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlast-
nost´ı a odezvy za pouzˇit´ı rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky a to na za´kladeˇ porovna´n´ı
vy´pocˇtu odezev dvou model˚u jednoduche´ rotacˇneˇ periodicke´ struktury. Prvn´ı
model byl tzv. ”plny´”bez uvazˇova´n´ı rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky a druhy´
model byl popsa´n jedn´ım segmentem a rotacˇneˇ periodickou podmı´nkou.
• Byla oveˇrˇena spra´vnost naprogramova´n´ı postupu vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlast-
nost´ı a odezvy.
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3.4.2 Moda´ln´ı analy´za a vynucene´ kmita´n´ı koncove´ NT lopatky
Prˇi vy´voji novy´ch koncovy´ch lopatek n´ızkotlake´ho stupneˇ (NT) je kladena velka´
pozornost na spra´vne´ odladeˇn´ı z pohledu na´sobk˚u ota´cˇkove´ frekvence. Pro noveˇ
vyv´ıjenou lopatku s vazebn´ımi cˇleny bylo zapotrˇeb´ı stanovit metodiku vy´pocˇtu jak
vlastn´ıch frekvenc´ı, tak vy´pocˇtu vynucene´ho kmita´n´ı.
Popis a funkce lopatky LSB48
List lopatky LSB48 je dlouhy´ 1220mm a ma´ po de´lce promeˇnne´ profilova´n´ı. Lopatka
je osazena vazebn´ımi cˇleny tj. banda´zˇ´ı v mı´steˇ jej´ı sˇpicˇky a da´le tzv. tie-boss prˇiblizˇneˇ
v polovineˇ jej´ı de´lky. Za klidu v zamontovane´m stavu existuje mezi vazebn´ımi cˇleny
sousedn´ıch lopatek definovana´ v˚ule, jej´ızˇ hodnota se pohybuje v rozmez´ı 1mm azˇ
1.5mm. Banda´zˇ i tie–boss slouzˇ´ı jako vy´ztuzˇne´ vazebn´ı cˇleny a za´rovenˇ pln´ı funkci
trˇec´ıho tlumicˇe. Neopomenutelnou vy´hodou teˇchto vazebn´ıch cˇlen˚u ve fa´zi na´vrhu
lopatky je mozˇnost ladeˇn´ı jej´ıch moda´ln´ıch vlastnost´ı na za´kladeˇ zmeˇny polohy a
tvaru vazebn´ıch cˇlen˚u. Lopatka je k disku rotoru prˇipevneˇna pomoc´ı stromecˇkove´ho
za´veˇsu viz obra´zek 3.12. Vlastn´ı lopatka je vyrobena z jednoho kusu materia´lu jako
vy´kovek, ktery´ je na´sledneˇ trˇ´ıskoveˇ obra´beˇn na CNC obra´beˇc´ıch centrech. Funkcˇn´ı
kontaktn´ı plochy lopatky (za´veˇs, vazebn´ı cˇleny) vyzˇaduj´ı zvla´sˇtn´ı pozornost prˇi
obra´beˇn´ı z d˚uvodu vysoky´ch pozˇadavk˚u na jejich rozmeˇrovou a tvarovou prˇesnost.
Obra´zek 3.12: Model lopatky LSB48
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V d˚usledku p˚usoben´ı odstrˇedive´ s´ıly a toho, zˇe strˇedy krutu a teˇzˇiˇsteˇ jednotlivy´ch
profil˚u nejsou totozˇne´, docha´z´ı k deplanaci jednotlivy´ch rˇez˚u profilu a t´ım ke vzniku
krout´ıc´ıho momentu. Tento moment zp˚usobuje nakroucen´ı listu lopatky kolem mysˇlene´
spojnice strˇed˚u jednotlivy´ch profil˚u. U´hel rozkrutu na sˇpicˇce listu by´va´ u takto
dlouhy´ch lopatek ( cca 1000mm) bez vazebn´ıch cˇlen˚u azˇ 6◦. Prˇi zvysˇova´n´ı ota´cˇek
turbiny z 0 1/min na nomina´ln´ı ota´cˇky docha´z´ı se zvysˇuj´ıc´ımi se ota´cˇkami k prˇiblizˇova´n´ı
kontaktn´ıch ploch vazebn´ıch cˇlen˚u a k vymezova´n´ı v˚ule. Prˇi prˇedem nadefinovany´ch
ota´cˇka´ch nastane kontakt (zamcˇen´ı) vazebn´ıch cˇlen˚u a t´ım se vytvorˇ´ı po obvodu
kontinua´ln´ı vazba. Toto ma´ za na´sledek zvy´sˇen´ı tuhosti olopatkovane´ho kola, cozˇ
vede k prˇeladeˇn´ı syste´mu do oblasti vysˇsˇ´ıch frekvenc´ı. Prˇi na´vrhu lopatky se tohoto
pozitivn´ıho efektu vyuzˇ´ıva´, nebot’ se me´neˇ vlastn´ıch frekvenc´ı nacha´z´ı v nebezpecˇne´
n´ızkofrekvencˇn´ı oblasti.
Tabulka 3.1: Mechanicke´ vlastnosti materia´lu lopatky a disku prˇi 20◦C
Lopatka Disk
Mez kluzu [MPa] 1130 850
Mez pevnosti [MPa] 1270 1000
Modul pruzˇnosti [GPa] 196 205
Za´kladn´ı mechanicke´ vlastnosti materia´lu lopatky a disku jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Lopatka LSB48 je vyrobena z vysokopevnostn´ı martenziticky precipitacˇneˇ vytvrditelne´
oceli.
Moda´ln´ı analy´za
Moda´ln´ı analy´za lopatky LSB48 byla provedena pomoc´ı metody MKP. Nejprve byl
model lopatky diskretizova´n pomoc´ı kvadraticky´ objemovy´ch prvk˚u. Cela´ diskretizace
modelu lopatky byla provedena v prostrˇed´ı komercˇn´ıho programu ANSYS. Uka´zka
objemove´ s´ıteˇ je zobrazena na obra´zku 3.13. Vy´stupem diskretizace jsou matice
tuhosti a hmotnosti. Diskretizovany´ model lopatky LSB48 obsahuje cca 30 tis´ıc uzl˚u
a tedy cca 90 tis´ıc stupnˇ˚u volnosti.
Obecneˇ plat´ı, zˇe moda´ln´ı vlastnosti lopatek jsou ovlivnˇova´ny vlastn´ım diskem,
ke ktere´mu jsou uchyceny, proto se mluv´ı o moda´ln´ıch vlastnostech olopatkovany´ch
disk˚u. Existuj´ı vsˇak zvla´sˇtn´ı prˇ´ıpady, kdy disk do moda´ln´ıch vlastnost´ı lopatek prak-
ticky nepromlouva´. To je v prˇ´ıpadeˇ, pokud poddajnostn´ı charakteristiky disku jsou
oproti lopatkovy´m zanedbatelne´, cozˇ veˇtsˇinou nasta´va´ u koncovy´ch NT lopatek.
Pak nen´ı nutne´ prˇi vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı olopatkovane´ho disku uvazˇovat
vliv disku, cozˇ ma´ za na´sledek nizˇsˇ´ı pocˇet stupnˇ˚u volnosti diskretizovane´ho modelu.
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Obra´zek 3.13: MKP model lopatky LSB48
Ned´ılnou soucˇa´st´ı vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı lopatek je stanoven´ı okrajovy´ch
podmı´nek, nebot’ ty vy´znamneˇ ovlivnˇuj´ı korektnost vy´sledny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı.
K tomu aby mohla by´t nalezena optima´ln´ı okrajova´ podmı´nka reprezentuj´ıc´ı rea´lne´
uchycen´ı lopatky v mı´steˇ za´veˇsu, bylo nutne´ prove´st mnoho vy´pocˇtovy´ch citlivostn´ıch
analy´z neˇkolika koncovy´ch lopatek. Na za´kladeˇ porovna´n´ı numericky vypocˇteny´ch
a nameˇrˇeny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı analyzovany´ch lopatek byla na´sledneˇ stanovena
optima´ln´ı okrajova´ podmı´nka. Uka´zalo se, zˇe jako optima´ln´ı okrajova´ podmı´nka je
uchycen´ı kontaktn´ıch ploch za´veˇsu viz. obra´zek 3.14, kde je vsˇem uzl˚um a jej´ım
prˇ´ıslusˇej´ıc´ım stupnˇ˚um volnosti zabra´neˇno v posuvu.
Obra´zek 3.14: Okrajove´ podmı´nky na za´veˇsu lopatky LSB48
U lopatek s vazebn´ımi cˇleny nejen okrajova´ podmı´nka v mı´steˇ za´veˇsu lopatky ovlivnˇuje
moda´ln´ı vlastnosti, ale takte´zˇ reprezentativn´ı nahrazen´ı kontaktn´ıho spojen´ı vazebn´ıch
cˇlen˚u vy´znamneˇ promlouva´ do spra´vne´ho nalezen´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı va´zany´ch
lopatek. Kontaktn´ı vazba mezi vazebn´ımi cˇleny vykazuje obecneˇ nelinea´rn´ı vlast-
nosti, abychom mohli zjistit moda´ln´ı vlastnosti lopatky je nutne´ nejprve nahradit
tuto nelinea´rn´ı vazbu vazbou linea´rn´ı.
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Nejprve bylo na za´kladeˇ staticke´ nelinea´rn´ı analy´zy stanoveno prova´za´n´ı sousedn´ıch
lopatek v mı´steˇ kontaktu vazebn´ıch cˇlen˚u. C´ılem bylo stanovit mapu kontaktn´ıch
tlak˚u v mı´steˇ kontaktn´ıch ploch vazebn´ıch cˇlen˚u prˇi provozn´ım zat´ızˇen´ı lopatek.
Je zde zaveden prˇedpoklad, zˇe mapa kontaktn´ıch tlak˚u se nebude vy´znamneˇ meˇnit
z pohledu jej´ıho tvaru prˇi r˚uzne´m provozn´ım zat´ızˇen´ı. Tento prˇedpoklad mu˚zˇe by´t
splneˇn v prˇ´ıpadeˇ, zˇe lopatka a v˚ule mezi vazebn´ımi cˇleny jsou navrzˇeny tak, aby kon-
taktn´ı tlak byl dostatecˇneˇ vysoky´. Tento prˇedpoklad je pro analyzovanou lopatku
LSB48 splneˇn, cozˇ bylo oveˇrˇeno na za´kladeˇ vy´pocˇt˚u pro r˚uzne´ stavy zat´ızˇen´ı (1. stav
- lopatka nezat´ızˇena´, 2. stav - lopatka zat´ızˇena maxima´ln´ım provozn´ım vy´konem).
Vza´jemne´ prova´za´n´ı sousedn´ıch lopatek je realizova´no pouze v mı´steˇ skutecˇne´ho
dosednut´ı vazebn´ıch cˇlen˚u. Uzly kontaktn´ıch ploch, ktere´ jsou ve vza´jemne´m dotyku,
jsou prova´za´ny pomoc´ı rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky symetrie (3.5). Prˇ´ıklad ro-
zlozˇen´ı kontaktn´ıho tlaku v mı´steˇ vazebn´ıho cˇlenu je uka´za´n na obra´zku 3.15, kde
je na´sledneˇ take´ zobrazena s´ıt’ kontaktn´ı plochy, ktera´ bude sva´za´na se sousedn´ı
lopatkou.
Obra´zek 3.15: Mapa kontaktn´ıch tlak˚u a plocha prova´za´n´ı vazebn´ıho cˇlenu
Vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı lopatky LSB48 probeˇhl v prostrˇed´ı syste´mu Ansys.
Proble´m vlastn´ıch hodnot byl rˇesˇen pomoc´ı algoritmu Block Lanczos. Vy´sledkem
jsou vlastn´ı frekvence a tvary, ktere´ se nacha´zej´ı v kriticke´m frekvencˇn´ım pa´smu 0
azˇ 350Hz. Ty jsou vyneseny do interferencˇn´ıho diagramu viz . obra´zek 3.16. Vlastn´ı
frekvence v grafu jsou normalizovane´ v˚ucˇi prvn´ı frekvenci s nulty´m pocˇtem uzlovy´ch
pr˚umeˇr˚u. Krite´rium pro spra´vne´ naladeˇn´ı lopatek je da´no tak, aby se zˇa´dna´ vlastn´ı
frekvence nenacha´zela v zaka´zane´m pa´smu, ktere´ je ohranicˇeno cˇervenou cˇa´rkovanou
cˇarou na obra´zku 3.16. Toto krite´rium rˇ´ıka´, zˇe vlastn´ı frekvence mus´ı by´t vzda´leny
minima´lneˇ ±5% od na´sobk˚u ota´cˇkove´ frekvence (pro 1 azˇ 7 na´sobek). Prˇi na´vrhu
lopatky LSB48 bylo provedeno neˇkolik des´ıtek modifikac´ı geometrie lopatky, nezˇ
bylo doc´ıleno splneˇn´ı zminˇovane´ho krite´ria. Modifikace se zejme´na ty´kaly tvarova´n´ı
a umı´steˇn´ı tei-bossu, tvaru a tlousˇt’ky banda´zˇe a da´le zmeˇny tvaru vlastn´ıho listu
lopatky. Fina´ln´ı konstrukcˇn´ı proveden´ı lopatky LSB48 bylo na´sledneˇ vyrobeno a
podrobeno test˚um.
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Obra´zek 3.16: Interferencˇn´ı diagram pro lopatku LSB48 za rotace ( 3000
1/min)
Experimenta´ln´ı oveˇrˇen´ı
Testy prob´ıhaly na experimenta´ln´ım standu, ktery´ je tvorˇen vakuovou komorou,
pohonny´m zarˇ´ızen´ım, bud´ıc´ım syste´mem a vlastn´ım olopatkovany´m diskem viz.
obra´zek 3.17. Neˇkolik lopatek bylo osazeno velmi citlivy´mi piezo-krystalicky´mi ten-
zometry tak, aby bylo mozˇne´ zaznamenat i velmi male´ hodnoty vibrac´ı. Tenzometry
byly umı´steˇny do referencˇn´ıho mı´sta, ktere´ se nacha´z´ı cca 50mm nad patn´ım pro-
filem a cca 25mm od odtokove´ hrany na hrˇbetn´ı cˇa´sti lopatky. Bud´ıc´ım syste´mem
byl AC magnet umı´steˇny´ ve vakuove´ komorˇe v teˇsne´ bl´ızkosti lopatek. Tento AC
magnet slouzˇil k vybuzen´ı vlastn´ıch frekvenc´ı olopatkovane´ho disku. Pomoc´ı tzv.
sweepova´n´ı frekvence byly postupneˇ buzeny jednotlive´ vlastn´ı frekvence s r˚uzny´mi
uzlovy´mi pr˚umeˇry a na za´kladeˇ drˇ´ıve odvozene´ho vztahu (2.52) byly identifikova´ny
uzlove´ pr˚umeˇry vlastn´ıch tvar˚u.
Obra´zek 3.17: Principia´ln´ı sche´ma experimenta´ln´ıho standu
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Hlavn´ım c´ılem experimenta´ln´ıho meˇrˇen´ı lopatek LSB48 bylo oveˇrˇen´ı vlastn´ıch frekvenc´ı
za rotace prˇi frekvenci ota´cˇen´ı 50Hz. Veˇtsˇinu vlastn´ıch frekvenc´ı v pa´smu 0-350Hz se
podarˇilo vybudit jen kromeˇ trˇ´ı tvar˚u a to druhe´ho vlastn´ı tvaru s nulty´m uzlovy´m
pr˚umeˇrem a obou tvar˚u s jedn´ım uzlovy´m pr˚umeˇrem. Porovna´n´ı vypocˇteny´ch a
nameˇrˇeny´ch frekvenc´ı je zobrazeno na obra´zku 3.16. Experiment potvrdil, zˇe exis-
tuje velmi dobra´ shoda mezi vy´pocˇtovy´m model a skutecˇny´m d´ılem, cozˇ vypov´ıda´
o kvalitn´ı metodice vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı lopatky LSB48.
Obra´zek 3.18: Experimenta´ln´ı stand s olopatkovany´m diskem
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Byla sestavena metodika pro zjiˇsteˇn´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı pro dlouhe´ va´zane´
lopatky. Tato metodika je do jiste´ mı´ry limitova´na konstrukcˇn´ım na´vrhem
lopatky, nebot’ je zalozˇena na linea´rn´ım chova´n´ı kontaktn´ı vazby beˇhem provozu.
Vhodny´m na´vrhem vazebn´ıch cˇlen˚u lopatky lze tento prˇedpoklad splnit.
• Porovna´n´ım nameˇrˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se podarˇilo oveˇrˇit
jednak korektn´ı naladeˇn´ı lopatky LSB48 a da´le metodiku vy´pocˇtu moda´ln´ıch
vlastnost´ı va´zany´ch lopatek.Experiment potvrdil, zˇe existuje velmi dobra´ shoda
mezi vy´pocˇtovy´m modelem a skutecˇny´m d´ılem, nebot’ odchylky u nameˇrˇeny´ch
a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se pohybovaly do 3%.
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3.5 Redukce pocˇtu stupnˇ˚u volnosti
Geometrie lopatek axia´ln´ıch turbin je ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpadech velmi komplexn´ı a
komplikovana´. Takte´zˇ uchycen´ı lopatky k disku cˇi vazba mezi sousedn´ımi lopatkami
vyzˇaduje prˇesny´ popis z vy´pocˇtove´ho pohledu. Tyto zminˇovane´ argumenty je nutne´
vz´ıt v potaz prˇi sestavova´n´ı matematicke´ho modelu. Jako nejvhodneˇjˇs´ı se jev´ı pouzˇit´ı
diskretizace pomoc´ı objemovy´ch prvk˚u, ktere´ umozˇnˇuj´ı geometricky popsat i komp-
likovane´ geometrie. Nevy´hodou vsˇak je, zˇe vy´sledny´ matematicky´ model je vy´pocˇtoveˇ
velmi na´rocˇny´. Z tohoto d˚uvodu je nutne´ prˇistoupit k redukci stupnˇ˚u volnosti dane´ho
proble´mu a to zejme´na v prˇ´ıpadeˇ vynucene´ho kmita´n´ı, kdy je c´ılem zjistit naprˇ.
amplitudo frekvencˇn´ı charakteristiku v sˇiroke´m frekvencˇn´ım pa´smu a za´rovenˇ pro
neˇkolik typ˚u buzen´ı z pohledu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u.
Z hlediska nebezpecˇnosti vlastn´ıch tvar˚u kmitu lopatek na´s zejme´na zaj´ıma´
neˇkolik nejnizˇsˇ´ıch tvar˚u a frekvenc´ı a proto jako jedna z vhodny´ch metod pro re-
dukci se jev´ı tzv. staticka´ redukce - Guyanova. Tato metoda je zalozˇena na vy´beˇru
tzv. master stupnˇ˚u volnosti (DOF). Do teˇchto stupnˇ˚u volnosti je pak kondenzova´na
tuhost ostatn´ıch stupnˇ˚u volnosti zvany´ch slave. Prˇedpokla´da´ se, zˇe setrvacˇne´ u´cˇinky
setrvacˇny´ch hmot slave stupnˇ˚u volnosti nejsou vy´znamne´. Toto omezen´ı je nutne´
bra´t v potaz prˇi vy´beˇru master stupnˇ˚u volnosti, tzn. prˇednostneˇ volit master DOF
v mı´stech, kde je nejv´ıce koncentrova´na hmota struktury.
3.5.1 Guyanova metoda
Meˇjme matematicky´ popis kmita´n´ı definovany´ pohybovy´mi rovnicemi (3.1) a
prˇedpo-kla´dejme, zˇe silove´ u´cˇinky jsou aplikova´ny jak do master, tak do slave uzl˚u.
Zobecneˇne´ posuvy master resp. slave DOF oznacˇ´ıme qm resp. qs. Rovnici (3.1) po
zanedba´n´ı gyroskopicky´ch u´cˇink˚u pak prˇep´ıˇseme do tvaru (3.40).
[
Mmm Mms
Msm Mss
] [
q¨m
q¨s
]
+
[
Bmm Bms
Bsm Bss
] [
q˙m
q˙s
]
+
[
Kmm Kms
Ksm Kss
] [
qm
qs
]
=
[
fm
fs
]
(3.40)
Zanedba´n´ım setrvacˇny´ch a tlumı´c´ıch sil z´ıska´me tzv. rovnici kvazistaticke´ rovnova´hy
(3.41). [
Kmm Kms
Ksm Kss
] [
qm
qs
]
=
[
fm
fs
]
(3.41)
Ze soustavy rovnic (3.41) vyloucˇ´ıme vektor zobecneˇny´ch posuv˚u qs.
qs = K−1ss ( f s −Ksmqm ) (3.42)
(
Kmm −KmsK−1ss Ksm
)
q
m
= fm−KmsK−1ss fs , (3.43)
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Na za´kladeˇ rovnice (3.42) mu˚zˇeme zapsat transformacˇn´ı vztah mezi vektory q a qm.
q =
[
qm
qs
]
=
[
I
−K−1ss Ksm
]
qm +
[
0
K−1ss f s
]
= Tqm + fT (3.44)
T =
[
I
−K−1ss Ksm
]
, fT =
[
0
K−1ss f s
]
(3.45)
Nyn´ı dosad´ıme substitucˇn´ı vztah (3.44) do rovnice (3.40) a z´ıska´me tak redukovanou
soustavu,
M̂q¨ + B̂q˙ + K̂q = f̂(t) (3.46)
kde
K̂ = Kmm −KmsK−1ss Ksm
M̂ = Mmm −KmsK−1ss Msm −MmsK−1ss Ksm +KmsK−1ss MssK−1ss Ksm
M̂ = Bmm −KmsK−1ss Bsm − BmsK−1ss Ksm +KmsK−1ss BssK−1ss
f̂ = fm−KmsK−1ss fs − MmsK−1ss f¨s− BmsK−1ss f˙s
(3.47)
Tato metoda redukce je aplikovatelna´ pro slabeˇ tlumene´ soustavy, pokud je splneˇna
podmı´nka
‖Mss‖, ‖Mms‖≪ ‖Mmm‖.
Vy´sˇe uvedeny´ postup staticke´ redukce je rozsˇ´ıˇren o mozˇnost aplikovat silove´ u´cˇinky
i do slave uzl˚u, cozˇ je velmi prakticke´ v prˇ´ıpadeˇ zat´ızˇen´ı lopatek tlakovy´m polem od
pracovn´ıho me´dia.
3.5.2 Aplikace staticke´ redukce na lopatku LSB48
Metoda staticke´ redukce byla aplikova´na na MKP model lopatky LSB48. C´ılem
bylo sn´ızˇit pocˇet stupnˇ˚u volnosti dane´ho modelu tak, aby na´sledne´ dynamicke´ analy´zy
prob´ıhaly v kra´tky´ch cˇasech v rˇa´du neˇkolika minut nikoliv dn˚u.
Pokud pouzˇijeme plny´ model ( DOF cca 95000 ) a rotacˇneˇ periodickou podmı´nku,
pak vy´pocˇet odezvy na harmonicke´ buzen´ı ve frekvencˇn´ı oblasti pro vybrany´ uzlovy´
pr˚umeˇr a danou frekvenci trva´ na vy´konne´m PC cca 1-2min. Vy´pocˇet odezvy lopatky
v pa´smu 50-400Hz s krokem 1Hz a pro neˇkolik uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u naprˇ. 0 azˇ 10 mu˚zˇe
pak trvat azˇ 5 dn´ı. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe pouzˇijeme paraleln´ı vy´pocˇtovou architekturu, pak
se cˇas vy´pocˇtu sn´ızˇ´ı na neˇkolik des´ıtek hodin, ale i to je sta´le neprˇijatelne´, pokud
v´ıme, zˇe existuje mozˇnost proveden´ı vy´pocˇtu o neˇkolik rˇa´d˚u rychleji, prˇi zachova´n´ı
akceptovatelne´ prˇesnosti vy´pocˇtu.
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Metoda staticke´ redukce (viz. kapitola 3.5.1) byla realizova´na v prostrˇed´ı AN-
SYS. Jedn´ım z d´ılcˇ´ıch c´ıl˚u bylo dosa´hnout podobny´ch moda´ln´ıch vlastnost´ı plne´ho a
redukovane´ho modelu lopatky LSB48 v oblasti neˇkolika nejnizˇsˇ´ıch vlastn´ıch frekvenc´ı.
Toho mu˚zˇe by´t dosazˇeno jen za prˇedpokladu spra´vne´ volby master uzl˚u, a proto byla
veˇnova´na jejich vy´beˇru zvy´sˇena´ pozornost.
Na samotne´m listu lopatky (nikoliv na vazebn´ıch cˇlenech) bylo vybra´no 25 mas-
ter uzl˚u, jak je naznacˇeno na obra´zku 3.19. U kazˇde´ho z teˇchto uzl˚u byly uvazˇova´ny
trˇi stupneˇ volnosti. Uka´zalo se, zˇe pro volnou lopatku bez vazebn´ıch cˇlen˚u je vy´beˇr
75DOFs dostatecˇny´ za prˇedpokladu, zˇe jsou zvoleny prˇiblizˇneˇ v mı´stech, jak naznacˇuje
obra´zek 3.19. Porovna´n´ı vlastn´ıch frekvenc´ı je v tabulce 3.2 a relativn´ı rozd´ıl prˇ´ıslusˇej´ıc´ıch
si frekvenc´ı se pohybuje do 2%.
Tabulka 3.2: Porovna´n´ı vlastn´ıch frekvenc´ı samotne´ lopatky LSB48
f1[Hz] f2[Hz] f3[Hz] f4[Hz] f5[Hz] f6[Hz]
Plny´ model 84,6 133,3 179,6 260,0 326,5 397,2
Redukovany´ model 85,2 133,1 180,5 261,6 328,4 404,9
Pokud je vsˇak lopatka osazena vazebn´ımi cˇleny, ktere´ vytva´rˇej´ı vazbu mezi lopatkami,
pak je nutne´ tuto vazbu, resp. tuhost vazby relativneˇ prˇesneˇ postihnout. Toho lze
doc´ılit pouze vy´beˇrem dalˇs´ıch master uzl˚u v mı´stech, kde je realizova´n kontakt
lopatek. V prˇ´ıpadeˇ lopatky LSB48 muselo by´t zvoleno dalˇs´ıch 15 resp. 18 master
uzl˚u na kazˇde´ straneˇ tie-bossu resp. banda´zˇe tak, jak je mozˇno videˇt na detailu
obra´zku 3.19. Vy´beˇr master uzl˚u na obou strana´ch kontaktn´ıch cˇlen˚u musel by´t
proveden s ohledem na mozˇnou aplikaci rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky (3.5) tzn.
odpov´ıdaj´ıc´ı si uzly na Hranici L a na Hranici H musej´ı by´t v˚ucˇi sobeˇ posunuty o
u´hel ϕ (viz. obra´zek 3.1). Vy´sledny´ redukovany´ model lopatky obsahoval 91master
uzl˚u, cozˇ ve vy´sledku znamena´ sn´ızˇen´ı pocˇtu stupnˇ˚u volnosti z p˚uvodn´ıch 95000 u
plne´ho modelu na pouhy´ch 3x91=273 DOFs u redukovane´ho modelu.
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Obra´zek 3.19: Vy´beˇr master uzl˚u na lopatce LSB48
Jak jizˇ bylo zmı´neˇno v u´vodu kapitoly 3.4, byl sestaven v prostrˇed´ı MATLAB pro-
gramovy´ na´stroj nazvany´ PERIO, ktery´ umozˇnˇuje analyzovat moda´ln´ı vlastnosti
rotacˇneˇ periodicky´ch struktur s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky. Tento pro-
gramovy´ na´stroj byl pouzˇ´ıva´n k vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı redukovane´ho modelu
olopatkovane´ho kola. K oveˇrˇen´ı korektnosti redukovane´ho modelu byl zvolen postup,
kdy jsou vza´jemneˇ porovna´va´ny interferencˇn´ı diagramy a to redukovane´ho modelu
a plne´ho modelu tak, jak je naznacˇeno na obra´zku 3.20. Da´le byly pro ilustraci
vykresleny neˇktere´ tvary kmitu a to pomoc´ı modulu, ktery´ je soucˇa´st´ı programu
PERIO. Na obra´zku 3.23 jsou zobrazeny prvn´ı vlastn´ı tvary olopatkovane´ho kola s
jedn´ım uzlovy´m pr˚umeˇrem, jeden tvar odpov´ıda´ rea´lne´ slozˇce a druhy´ imagina´rn´ı
slozˇce vlastn´ıho vektoru. Tyto dva tvary jsou v˚ucˇi sobeˇ ortogona´ln´ı, jak je mozˇne´
videˇt ze vza´jemne´ho natocˇen´ı uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u obou tvar˚u ( sv´ıraj´ı u´hel pi/2).
Tvar kmitu na obra´zku 3.24 odpov´ıda´ prvn´ımu ohybove´mu tvaru lopatky, kde
vlastn´ı tvar cele´ho olopatkovane´ho kola obsahuje trˇi uzlove´ pr˚umeˇry. Je zaj´ımave´,
zˇe vlastn´ı tvary kmita´n´ı lopatek obsahuj´ı obeˇ slozˇky posuv˚u a to jak obvodovou, tak
axia´ln´ı, cozˇ je zp˚usobeno natocˇen´ım hlavn´ıch os odporu v ohybu profil˚u v˚ucˇi rovineˇ
kolme´ k ose rotace. Z porovna´n´ı velikost´ı obou slozˇek posuv˚u je videˇt, zˇe lopatka
kmita´ u 1. tvaru kmitu dominantneˇ v axia´ln´ım smeˇru, cozˇ je da´no t´ım , zˇe horn´ı
cˇa´st profil˚u listu jizˇ ma´ deskovy´ tvar, jehozˇ minima´ln´ı osa odporu v ohybu je te´meˇrˇ
paraleln´ı s rovinou kolmou k ose rotace. Podobneˇ jako prvn´ı tvar kmitu tak i druhy´
tvar kmitu dominantneˇ kmita´ v axia´ln´ım smeˇru viz. obra´zek 3.25, kde jizˇ je vsˇak
mozˇno pozorovat uzlovou kruzˇnici a to v mı´steˇ teˇsneˇ pod sˇpicˇkou listu lopatky.
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Obra´zek 3.20: Sche´maticky´ postup porovna´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı plne´ho a
redukovane´ho modelu
Porovna´n´ı prvn´ıch cˇtyrˇ vlastn´ıch frekvenc´ı ve formeˇ interferencˇn´ıho diagramu je
zobrazeno na obra´zku 3.21. Vlastn´ı frekvence v grafu jsou normalizovane´ v˚ucˇi prvn´ı
frekvenci s nulty´m pocˇtem uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u. Relativn´ı rozd´ıly sobeˇ odpov´ıdaj´ıc´ıch
si vlastn´ıch frekvenc´ı v za´vislosti na uzlovy´ch pr˚umeˇrech jsou zobrazeny na obra´zku
3.22. Tyto relativn´ı rozd´ıly obou model˚u prakticky neprˇesahuj´ı hodnotu 4% v pa´smu
uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u 0 azˇ 7, cozˇ pro dalˇs´ı vy´pocˇtove´ analy´zy je dostacˇuj´ıc´ı shoda, nebot’
na´s v´ıce bude zaj´ımat trend dynamicke´ho chova´n´ı lopatky nezˇ naprˇ. prˇesna´ hodnota
odezvy.
Obra´zek 3.21: Porovna´n´ı vlastn´ıch frekvenc´ı plne´ho modelu a redukovane´ho
modelu lopatky LSB48
Da´le byla zkouma´na citlivost moda´ln´ıch vlastnost´ı redukovane´ho modelu na volbu
master uzl˚u a to zejme´na v oblasti kontaktu vazebn´ıch cˇlen˚u. Uka´zalo se, zˇe pra´veˇ
volba teˇchto master uzl˚u ma´ vy´znamny´ vliv na vlastn´ı frekvence cele´ho olopatko-
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vane´ho kola a tento vliv roste s nar˚ustaj´ıc´ım pocˇtem uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u vlastn´ıho
tvaru. Relativn´ı rozd´ıly vlastn´ıch frekvenc´ı plne´ho a redukovane´ho modelu mohou
dosahovat azˇ neˇkolik des´ıtek procent, jak bylo zjiˇsteˇno pro prˇ´ıpad ne zcela optima´ln´ı
volby master uzl˚u. Na za´kladeˇ tohoto zjiˇsteˇn´ı je tedy vzˇdy nutne´ verifikovat korek-
tnost redukovane´ho modelu.
Obra´zek 3.22: Relativn´ı rozd´ıl vlastn´ıch frekvenc´ı plne´ho modelu a reduko-
vane´ho modelu lopatky LSB48
Program PERIO vyuzˇ´ıva´ pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı rotacˇneˇ periodicky´ch
struktur matice hmotnosti M a tuhosti K , prˇ´ıslusˇej´ıc´ı jednomu segmentu struktury
(naprˇ. jedne´ lopatce). Vlastn´ı program neumozˇnˇuje sestaven´ı teˇchto matic, avsˇak
tyto matice mohou by´t sestaveny naprˇ. v prostrˇed´ı ANSYS a da´le pak exportova´ny
do textovy´ch soubor˚u v tzv. Harwell-Boeing (HB) forma´tu. V ra´mci programu PE-
RIO bylo vytvorˇeno rozhran´ı, jenzˇ umozˇnˇuje nacˇ´ıta´n´ı matic M a K ve forma´tu HB.
Pomoc´ı tohoto programu je pak mozˇne´ rˇesˇit nejen problematiku moda´ln´ıch vlast-
nost´ı, ale i vynucene´ho kmita´n´ı rotacˇneˇ periodicky´ch struktur, jak je prezentova´no
v kapitola´ch 3.2 a 3.3.
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Obra´zek 3.23: 1. Vlastn´ı tvar kmitu olopatkovane´ho kola LSB48 (1 uzlovy´
pr˚umeˇr)
Obra´zek 3.24: 1. Vlastn´ı tvar kmitu olopatkovane´ho kola LSB48 (3 uzlove´
pr˚umeˇry)
Obra´zek 3.25: 2. Vlastn´ı tvar kmitu olopatkovane´ho kola LSB48 (5 uzlovy´ch
pr˚umeˇr˚u)
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Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Byla oveˇrˇena mozˇnost pouzˇit´ı staticke´ redukce za u´cˇelem vy´znamne´ho sn´ızˇen´ı
pocˇtu stupnˇ˚u volnosti lopatky s vazebn´ımi cˇleny. Je vsˇak nutna´ spra´vna´ volba
master uzl˚u (stupnˇ˚u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejme´na v oblasti
kontaktn´ıch ploch vazebn´ıch cˇlen˚u.
• Noveˇ vyvinuty´ program PERIO je mozˇne´ vyuzˇ´ıvat jako rychly´ na´stroj pro
vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı olopatkovany´ch kol a ty na´sledneˇ zobrazit ve
formeˇ interferencˇn´ıho diagramu. Program da´le umozˇnˇuje graficke´ zna´zorneˇn´ı
vlastn´ıch tvar˚u kmitu.
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3.6 Harmonicka´ analy´za lopatky LSB48
V u´vodn´ı kapitole 1.1.2 bylo zmı´neˇno, jak problematicke´ je stanoven´ı skutecˇne´ho
buzen´ı lopatek, pomineme-li buzen´ı vyvolane´ nerovnomeˇrnost´ı tlakove´ho pole za
rozva´deˇc´ı mrˇ´ızˇ´ı, ktere´ je mozˇno predikovat s dostatecˇnou mı´rou prˇesnosti pomoc´ı
numericke´ simulace (CFD). V prˇ´ıpadeˇ dlouhy´ch koncovy´ch NT lopatek nen´ı buzen´ı
od pocˇtu rozva´deˇc´ıch lopatek nebezpecˇne´. Du˚vodem je fakt, zˇe bud´ıc´ı frekvence se
nacha´z´ı v oblasti vysoky´ch vlastn´ıch tvar˚u lopatky a tud´ızˇ tyto tvary jsou jizˇ velmi
tvaroveˇ komplikovane´ a tedy sˇpatneˇ vybuditelne´. Pro prˇedstavu u lopatky LSB 48 je
48 rozva´deˇc´ıch lopatek, cˇemuzˇ odpov´ıda´ bud´ıc´ı frekvence 2400Hz (frekvence ota´cˇen´ı
50Hz) a pobl´ızˇ n´ı se nacha´z´ı 34. vlastn´ı tvar viz. obra´zek 3.26. Je videˇt, zˇe u lopatek
kmitaj´ı pouze cˇa´sti odtokovy´ch hran. Pokud budeme uvazˇovat, zˇe amplituda bud´ıc´ı
s´ıly F (r) je po vy´sˇce lopatky prˇiblizˇneˇ konstantn´ı, pak dle vztahu (3.38) bude tvarovy´
parametr χk velmi maly´ bl´ızˇ´ıc´ı se nule.
Obra´zek 3.26: 34. vlastn´ı tvar kmitu s 18 uzlovy´mi pr˚umeˇry a frekvenc´ı 2440Hz
(vy´rˇez olopatkovane´ho disku s deseti lopatkami LSB48 - axia´ln´ı posuv)
Z provozn´ı praxe je vsˇak naopak zna´mo, zˇe nejnizˇsˇ´ı vlastn´ı tvary kmitu dlouhy´ch
lopatek jsou nebezpecˇne´, nebot’ jsou snadno vybuditelne´ a to na´sobky ota´cˇkove´
frekvence, proto se vyzˇaduje dostatecˇny´ odstup vlastn´ıch frekvenc´ı od na´sobk˚u 1 azˇ
7 (prˇ´ıpadneˇ 8) frekvence ota´cˇen´ı. Du˚vodem je vyvarovat se synchronn´ımu kmita´n´ı se
zminˇovany´mi na´sobky, cozˇ je da´no faktem, zˇe v pr˚utocˇne´ cˇa´sti prˇed a za lopatkou se
mohou vyskytovat nerovnomeˇrna´ tlakova´ pole zp˚usobena´ r˚uzny´mi konstrukcˇn´ımi
prvky (deˇl´ıc´ı rovina, vy´stuzˇna´ zˇebra, odbeˇrova´ potrub´ı, atd.), ktera´ mohou by´t
potencia´ln´ım zdrojem buzen´ı. Z praxe jsou vsˇak zna´my prˇ´ıpady, kdy je lopatka
naladeˇna´ v teˇsne´ bl´ızkosti 5-te´ harmonicke´ frekvence a prˇesto nevykazuje zvy´sˇene´
vibrace. Du˚vod je ten , zˇe nen´ı prˇ´ıtomen takovy´ zdroj buzen´ı, ktery´ by danou vlastn´ı
frekvenci vybudil. Tuto zkusˇenost vsˇak nelze zobecnit.
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Byla provedena vy´pocˇtova´ studie, ktera´ meˇla za c´ıl zjistit, jake´ uzlove´ pr˚umeˇry
a tvary kmitu jsou nejsna´ze vybuditelne´. C´ılem bylo porovnat v˚ucˇi sobeˇ rezonacˇn´ı
amplitudy kmita´n´ı prˇi jednotkove´m buzen´ı lopatky LSB48 rovnomeˇrneˇ rozlozˇene´m
po jej´ı de´lce. Pro vy´pocˇet dynamicky´ch odezev byl pouzˇit redukovany´ MKP model
lopatky LSB48 viz. kapitola 3.5.2. Postupneˇ pro jednotlive´ uzlove´ pr˚umeˇry 0 azˇ 10
byla analyzova´na dynamicka´ odezva na harmonicke´ buzen´ı ve frekvencˇn´ım pa´smu
80 azˇ 440Hz s krokem 0.5Hz. To ve skutecˇnosti obna´sˇ´ı proveden´ı cca 8000 har-
monicky´ch analy´z. Krokova´n´ı frekvence 0.5Hz je velmi hrube´ na to, aby vystihlo
rezonacˇn´ı vrcholy amplitudo-frekvencˇn´ıch charakteristik pro prˇ´ıpad, kdy tlumen´ı
soustavy bude n´ızke´ ( pomeˇrny´ u´tlum cca 0.1%). Pro u´cˇely vy´pocˇtove´ studie bylo
tlumen´ı umeˇle navy´sˇeno na hodnotu 1% kriticke´ho tlumen´ı, cozˇ ma´ za na´sledek
sn´ızˇen´ı rezonacˇn´ıch amplitud odezvy prˇiblizˇneˇ 10x oproti rea´lne´mu stavu. To s se-
bou prˇina´sˇ´ı, zˇe rezonacˇn´ı vrcholy amplitudo frekvencˇn´ı charakteristiky budou v´ıce
ploche´ a le´pe prokresleny (vystizˇeny vrcholy) prˇi veˇtsˇ´ım krokova´n´ı bud´ıc´ı frekvence.
Byla prˇiblizˇneˇ urcˇena maxima´ln´ı chyba, jake´ se dopust´ıme prˇi vy´pocˇtu rezonacˇn´ı
amplitudy prˇi krokova´n´ı 0.5Hz. Nejveˇtsˇ´ı neprˇesnosti prˇi urcˇen´ı rezonacˇn´ıch ampli-
tud mohou vzniknout v oblasti spodn´ıho frekvencˇn´ıho pa´sma tj. kolem 80Hz.
Chybu vy´pocˇtu vlivem krokova´n´ı urcˇ´ıme na za´kladeˇ zna´me´ho vzorce pro vy´pocˇet
odezvy jednohmotove´ho oscila´toru,
u =
ustat√
(1− ξ2)2 + (2ηξ)2 (3.48)
kde ξ je pomeˇrna´ frekvence, η je pomeˇrny´ u´tlum a ustat je staticka´ vy´chylka. Pokud
prˇedpokla´da´me, zˇe nejnizˇsˇ´ı vlastn´ı frekvence je v okol´ı 100Hz a krokova´n´ı frekvence je
0.5Hz, pak se bude jedna pomeˇrna´ frekvence ξ vzˇdy nacha´zet v pa´smu 〈0.9975, 1.0025〉.
Dosazen´ım teˇchto pomeˇrny´ch frekvenc´ı do vztahu (3.48) z´ıska´me odezvy a ty pak
porovna´me v˚ucˇi rezonacˇn´ımu stavu. V tabulce 3.3 jsou uvedeny dva prˇ´ıpady pro
dva r˚uzne´ pomeˇrne´ u´tlumy. Pro pomeˇrny´ u´tlum 1% je maxima´ln´ı chyba v urcˇen´ı
rezonacˇn´ı amplitudy 3.2%, cozˇ je pro nasˇe u´cˇely akceptovatelne´, ale pro 10 kra´t nizˇsˇ´ı
u´tlum tj. 0.1% mu˚zˇe chyba dosa´hnout azˇ 63%.
Tabulka 3.3: Poklesy odezev v za´vislosti na pomeˇrne´ frekvenci a pomeˇrne´m
u´tlumu
η = 0.01 η = 0.001
amplituda u (x ustat) pokles amplituda u (x ustat) pokles
ξ = 1 50 - 500 -
ξ = 1.0025 48.39 3.2% 185.5 63%
ξ = 0.9975 48.63 2.8% 186.0 63%
To, zˇe byl pomeˇrny´ u´tlum umeˇle sn´ızˇen, nijak nedegraduje provedenou studii, nebot’
ta nema´ za c´ıl zjiˇst’ovat absolutn´ı hodnoty rezonacˇn´ıch amplitud, ale je zameˇrˇena
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na relativn´ı pomeˇrˇen´ı vypocˇteny´ch rezonacˇn´ıch amplitud. Tato studie ukazuje jeden
z mozˇny´ch zp˚usob˚u, jak zmapovat mı´ru vybuditelnosti jednotlivy´ch tvar˚u kmitu
lopatek.
Olopatkovane´ kolo s LSB48 bylo buzeno ve dvou smeˇrech oddeˇleneˇ a to ve smeˇru
axia´ln´ım (smeˇr osy ota´cˇen´ı) resp. ve smeˇru obvodove´m. Tomu pak odpov´ıdaj´ı odezvy
na obra´zku 3.27 resp. 3.28. Pro kazˇdy´ smeˇr buzen´ı jsou zobrazeny odezvy ve smeˇru
axia´ln´ım (smeˇr z), ve smeˇru tangencia´ln´ım (smeˇr y) a celkova´ odezva ( usum).
U obou smeˇr˚u buzen´ı se vyskytuje nejveˇtsˇ´ı odezva u prvn´ıho tvaru kmitu s
nulty´m a jedn´ım uzlovy´m pr˚umeˇrem. Nulty´ uzlovy´ pr˚umeˇr mu˚zˇe by´t v praxi zejme´na
vybuzen torzn´ım kmita´n´ım rotoru, na toto te´ma je podrobneˇ zameˇrˇena kapitola
4. V prˇ´ıpadeˇ prvn´ıho uzlove´ho pr˚umeˇru nen´ı trˇeba se oba´vat, zˇe bude vybuzen
at’ jizˇ za provozu cˇi prˇi naj´ızˇdeˇn´ı turbiny na nomina´ln´ı ota´cˇky, nebot’ hodnota
vlastn´ı frekvence u tohoto tvaru kmitu je kolem 120Hz prˇi 3000 ot/min. Da´le
v´ıme na za´kladeˇ numericky zjiˇsteˇne´ho Campbellova diagramu (nen´ı prezentova´n
v te´to pra´ci), zˇe ota´cˇkova´ frekvence je vzˇdy vy´znamneˇ nizˇsˇ´ı nezˇ vlastn´ı frekvence
tvaru kmitu s jedn´ım uzlovy´m pr˚umeˇrem, cozˇ je d˚ulezˇite´ poznamenat vzhledem k
vy´znamne´mu dynamicke´mu vyztuzˇen´ı od odstrˇedivy´ch sil.
Prˇi buzen´ı v axia´ln´ım smeˇru docha´z´ı k dominantn´ımu kmita´n´ı v axia´ln´ım smeˇru,
cozˇ lze vysveˇtlit t´ım , zˇe je lopatka v tomto smeˇru nejme´neˇ tuha´. Naopak prˇi
buzen´ı lopatek v obvodove´m smeˇru lopatky axia´lneˇ u prvn´ıho tvaru kmitu prak-
ticky nekmitaj´ı, vyjma neˇkolika prvn´ıch uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u. Souhrnneˇ lze rˇ´ıci, zˇe
se vzr˚ustaj´ıc´ım pocˇtem uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u amplitudy klesaj´ı a kmita´n´ı se projevuje
zejme´na u prvn´ıho tvaru kmitu (prvn´ı rodiny tvar˚u kmitu).
Vizualizace odezev na obra´zc´ıch 3.27 resp. 3.28 nen´ı zcela korektn´ı, nebot’ odezvy
jsou zobrazeny jako spojite´ v za´vislosti na pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u, na druhou stranu
toto zobrazen´ı se jev´ı autorovi jako nejv´ıce na´zorne´. Barevna´ sˇka´la isocˇar odezev je
odstupnˇova´na progresivneˇ tak, aby byly zna´zorneˇny i nizˇsˇ´ı hladiny amplitud. Bud´ıc´ı
frekvence v grafu jsou normalizovane´ v˚ucˇi prvn´ı vlastn´ı frekvenci s nulty´m pocˇtem
uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u.
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Obra´zek 3.27: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonicke´ buzen´ı
silou ve smeˇru obvodove´m (smeˇr y)
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Obra´zek 3.28: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonicke´ buzen´ı
silou ve smeˇru axia´ln´ım (smeˇr z )
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V kapitole 3.3.3 byl odvozen vztah (3.38) pro vy´pocˇet parametru χ (participacˇn´ı
faktor), ktery´ umozˇnˇuje posoudit mı´ru vybuditelnosti jednotlivy´ch vlastn´ıch tvar˚u
v za´vislosti na pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u. Pro dveˇ r˚uzne´ bud´ıc´ı s´ıly (liˇs´ıc´ı se smeˇrem)
aplikovane´ na lopatku LSB48 byl stanoven parametr χ. Za´vislost tohoto parametru
na vlastn´ım tvaru kmitu, pocˇtu uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u a smeˇru bud´ıc´ı s´ıly je vynesena do
grafu na obra´zku 3.29. Porovna´n´ım graf˚u na obra´zc´ıch 3.27 a 3.28 s grafem 3.29 je
videˇt znacˇna´ shoda v mı´ˇre vybuditelnosti vlastn´ıch tvar˚u, cozˇ bylo za´meˇrem tohoto
oveˇrˇen´ı. Z toho plyne mozˇnost do budoucna hodnotit vlastn´ı tvary kmitu z pohledu
jejich vybuditelnosti na za´kladeˇ parametru χ, cozˇ je vy´pocˇtoveˇ me´neˇ na´rocˇne´.
Obra´zek 3.29: Participacˇn´ı faktor v za´vislosti na vlastn´ım tvaru, pocˇtu
uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u a smeˇru bud´ıc´ı s´ıly pro lopatku LSB48
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Prˇi rovnomeˇrneˇ rozlozˇene´m buzen´ı po de´lce lopatky docha´z´ı k dominantn´ımu
vybuzen´ı prvn´ı rodiny vlastn´ıch tvar˚u kmitu a to zejme´na prˇi axia´ln´ım smeˇru
buzen´ı. Amplitudy celkove´ odezvy se mı´rneˇ snizˇuj´ı s nar˚ustaj´ıc´ım pocˇtem
uzlovy´ch pr˚umeˇr˚u.
• Parametr vybuditelnosti χ mu˚zˇe by´t pouzˇ´ıva´n jako vhodny´ na´stroj pro po-
suzova´n´ı mı´ry vybuditelnosti vlastn´ıho tvaru kmitu. Vy´hodou je jeho n´ızka´
vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost v porovna´n´ı s vy´pocˇtem celkove´ odezvy.
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3.7 Za´veˇry - Rotacˇneˇ periodicka´ struktura
• Byly odvozeny vztahy pro stanoven´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı a odezev rotacˇneˇ pe-
riodicky´ch struktur prˇi pouzˇit´ı rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky. Byly uvazˇova´ny
dva typy buzen´ı: 1. Harmonicke´ buzen´ı silou periodicky rozlozˇenou v ob-
vodove´m smeˇru 2. Harmonicke´ buzen´ı silou obecneˇ rozlozˇenou.
• Podarˇilo se oveˇrˇit spra´vnost odvozeny´ch vztah˚u pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlast-
nost´ı a odezvy za pouzˇit´ı rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky a to na za´kladeˇ porovna´n´ı
vy´pocˇtu odezev dvou model˚u jednoduche´ rotacˇneˇ periodicke´ struktury. Prvn´ı
model byl tzv. ”plny´”bez uvazˇova´n´ı periodicke´ podmı´nky a druhy´ model byl
popsa´n jedn´ım segmentem a periodickou podmı´nkou. Da´le byla oveˇrˇena spra´vnost
naprogramova´n´ı postupu vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı a odezvy.
• Noveˇ vyvinuty´ program PERIO je mozˇne´ vyuzˇ´ıvat jako rychly´ na´stroj pro
vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı olopatkovany´ch kol a ty na´sledneˇ zobrazit ve
formeˇ interferencˇn´ıho diagramu, da´le umozˇnˇuje graficke´ zna´zorneˇn´ı vlastn´ıch
tvar˚u kmitu.
• Byla sestavena metodika vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı pro dlouhe´ va´zane´
lopatky. Tato metodika je do jiste´ mı´ry limitova´na konstrukcˇn´ım na´vrhem
lopatky, nebot’ je zalozˇena na linea´rn´ım chova´n´ı kontaktn´ı vazby beˇhem provozu.
Z pohledu nomina´ln´ıho provozu teˇchto typ˚u lopatek nen´ı vsˇak nelinea´rn´ı chova´n´ı
zˇa´douc´ı. Vhodny´m na´vrhem vazebn´ıch cˇlen˚u lopatky lze tento prˇedpoklad
splnit.
• Porovna´n´ım nameˇrˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se podarˇilo oveˇrˇit
jednak korektn´ı naladeˇn´ı lopatky LSB48 a da´le metodiku vy´pocˇtu moda´ln´ıch
vlastnost´ı va´zany´ch lopatek. Experiment potvrdil, zˇe existuje velmi dobra´
shoda mezi vy´pocˇtovy´m modelem a skutecˇny´m d´ılem, nebot’ odchylky u nameˇ-
rˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se pohybovaly do 3%.
• Byla oveˇrˇena mozˇnost pouzˇit´ı staticke´ redukce za u´cˇelem vy´znamne´ho sn´ızˇen´ı
pocˇtu stupnˇ˚u volnosti lopatky s vazebn´ımi cˇleny. Je vsˇak nutna´ spra´vna´ volba
master uzl˚u (stupnˇ˚u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejme´na v oblasti
kontaktn´ıch ploch vazebn´ıch cˇlen˚u. Redukovany´ model mu˚zˇe slouzˇit naprˇ. pro
parametricke´ studie chova´n´ı lopatek.
• Pro posuzova´n´ı mı´ry vybuditelnosti vlastn´ıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ. Jeho vy´hodou je n´ızka´ vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost v porovna´n´ı s
vy´pocˇtem celkove´ odezvy.
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4 Vza´jemna´ interakce lopatek a rotoru z pohledu
torzn´ıho kmita´n´ı
4.1 Princip interakce lopatek a rotoru z pohledu torzn´ıho
kmita´n´ı
Princip vza´jemne´ interakce lopatek a rotoru bude prezentova´n na jednoduche´m
modelu, ktery´ ma´ cˇtyrˇi stupneˇ volnosti a reprezentuje dvojdisk osazeny´ lopatkami
viz. obra´zek 4.1. Kazˇdy´ z disk˚u ma´ jeden stupenˇ volnosti, ktery´m je natocˇen´ı disku
kolem osy o. Disk je charakterizova´n svy´m moment setrvacˇnosti I k ose rotace
o. Oba disky jsou vza´jemneˇ propojeny torzn´ı pruzˇinou o tuhosti k1. Lopatky jsou
reprezentova´ny hmotny´m bodem o hmotnosti m a ohybovou tuhost´ı k2 a to za
prˇedpokladu, zˇe je uvazˇova´no soufa´zne´ kmita´n´ı vsˇech lopatek na disku.
Obra´zek 4.1: Zjednodusˇeny´ model rotoru s lopatkami
Dynamicke´ chova´n´ı vysˇetrˇovane´ho modelu pop´ıˇseme pomoc´ı pohybovy´ch rovnic,
ktere´ sestav´ıme na za´kladeˇ Lagrangeovy´ch rovnic druhe´ho druhu,
d
dt
(
∂Ek
∂q˙i
)
− ∂Ek
∂qi
+
∂Ep
∂qi
= fi pro i = 1, 2, 3, 4 (4.1)
kde qi =
[
x1, x2, ϕ1, ϕ2 ]
T je vektor zobecneˇny´ch sourˇadnic a fi je vektor zobecneˇny´ch
sil. Sestav´ıme vztahy (4.2) pro kinetickou a potencia´ln´ı energii:
Ek =
1
2
m(Rϕ˙1 + x˙1)
2 +
1
2
m(Rϕ˙2 + x˙2)
2 +
1
2
Iϕ˙21 +
1
2
Iϕ˙22 (4.2)
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Ep =
1
2
k2x
2
1 +
1
2
k2x
2
2 +
1
2
k1(ϕ1 − ϕ2)2
Dosazen´ım vztah˚u (4.2) pro kinetickou a potencia´ln´ı energii do rovnice (4.1), z´ıska´me
pohybovou rovnici (4.3) pro analyzovany´ mechanicky´ syste´m.

m 0 mR 0
0 m 0 mR
mR 0 I +mR2 0
0 mR 0 I +mR2


x¨1
x¨2
ϕ¨1
ϕ¨2
+

k2 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k1 −k1
0 0 −k1 k1


x1
x2
ϕ1
ϕ2
 =

0
0
0
0

(4.3)
Mq¨ +Kq = 0 (4.4)
Rovnice (4.3) resp. (4.4) popisuj´ı volne´ kmita´n´ı dvojdisku s lopatkami.
4.1.1 Moda´ln´ı vlastnosti dvojdisku s lopatkami
K z´ıska´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı analyzovane´ho syste´mu budeme rˇesˇit proble´m
vlastn´ıch hodnot (4.5) (
K− λ2M)v = 0 (4.5)
Analyticky´m vyrˇesˇen´ım (4.5) z´ıska´me vlastn´ı frekvence λ.
λ1,2 = ω1
√
1
2
(η + 1 + γ2)± 1
2
√(
1− γ2 )2 + 2η + (η )2 + 2ηγ2
λ3 = ω1
√
η + 1
λ4 = 0
(4.6)
kde
η =
mR2
I
, γ =
ω2
ω1
, ω1 =
√
k2
m
, ω2 =
√
2k1
I
, δ =
k1
R2k2
=
γ2
2η
ω1 odpov´ıda´ vlastn´ı frekvenci samotne´ lopatky a ω2 vlastn´ı frekvenci samotne´ho
dvojdisku. Zname´nko + v (4.6) je prˇiˇrazeno vlastn´ı frekvenci λ1 a zname´nko - nizˇsˇ´ı
vlastn´ı frekvenci λ2.
Zvla´sˇtn´ı prˇ´ıpady
• Pro limitn´ı prˇ´ıpad η →0 se va´zany´ syste´m lopatky-rotor rozpadne na trˇi
neza´visle´ syste´my a to dvakra´t ohybove´ kmity samostatne´ lopatky na pateˇ
vetknute´ a na torzneˇ kmitaj´ıc´ı dvojdisk bez lopatek. Tomu odpov´ıdaj´ıc´ı vlastn´ı
frekvence dle (4.7) jsou:
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λ1 = ω1γ = ω2
λ2,3 = ω1
λ4 = 0
(4.7)
• V prˇ´ıpadeˇ , zˇe je rotor jednoproudy´ tj. osazen jen jednou rˇadou koncovy´ch
lopatek, pak vza´jemna´ interakce lopatek a disku vyu´st´ı pouze v jednu va´zanou
vlastn´ı frekvenci λ3 popsanou vztahem (4.6).
Da´le provedeme parametrickou studii, ktera´ na´m pomu˚zˇe le´pe pochopit vza´jemnou
interakci lopatek a rotoru pro r˚uzne´ parametry η a δ. Toho pak lze vyuzˇ´ıt prˇi
na´vrhu rotoru turbiny a take´ prˇi odlad’ova´n´ı rotorove´ soustavy z pohledu torzn´ıch
frekvenc´ı. Do parametr˚u η a δ jsou zahrnuty vsˇechny lopatky po obvodeˇ disku.
Za´vislosti vlastn´ıch frekvenc´ı (4.6) na parametrech η a δ jsme vynesli do graf˚u
4.2,4.3,4.4. Rozsah parametr˚u byl volen s ohledem na mozˇne´ rea´lne´ konfigurace ro-
toru a lopatek. Do uvedeny´ch graf˚u byl da´le zanesen bod, ktery´ odpov´ıda´ prˇiblizˇneˇ
lopatce LSB48 a n´ızkotlake´mu dvouproude´mu rotoru (vlastn´ı frekvence samotne´
lopatky je ω1 = 101.8Hz a samotne´ho rotoru bez lopatek LSB48 je ω2 = 135Hz).
Pro zminˇovanou konfiguraci je na obra´zc´ıch da´le sche´maticky uka´za´n tvar kmitu
dvojdisku s lopatkami pro kazˇdou vlastn´ı frekvenci λ.
Obra´zek 4.2: Vliv vlastn´ı frekvence λ1 v za´vislosti na parametrech η a δ
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Obra´zek 4.3: Vliv vlastn´ı frekvence λ2 v za´vislosti na parametrech η a δ
Obra´zek 4.4: Vliv vlastn´ı frekvence λ3 v za´vislosti na parametrech η a δ
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Pozna´mka
K stanoven´ı ekvivalentn´ı tuhosti kekv a hmotnosti lopatky mekv (dle obra´zku 4.1
se jedna´ o tuhost k2 a hmotnost m) pouzˇijeme prˇ´ıstup, ktery´ porovna´va´ kinetickou
energii vlastn´ıho tvaru lopatek a prˇ´ıslusˇne´ ekvivalentn´ı hmoty soustrˇedeˇne´ do vy-
brane´ho mı´sta na lopatce. Zameˇrˇ´ıme se pouze na prvn´ı ohybovy´ tvar kmitu lopatky,
nebot’ jeho frekvence je ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpadech nejbl´ızˇe dvojna´sobku frekvence s´ıteˇ. Ek-
vivalentn´ı hmotu mekv lopatky umı´st´ıme na jej´ı konec, ktery´ kmita´ nejveˇtsˇ´ı amplitu-
dou uL. Na za´kladeˇ MKP vy´pocˇtu frekvencˇneˇ nejnizˇsˇ´ıho ohybove´ho vlastn´ıho tvaru
lopatky mu˚zˇeme vypocˇ´ıtat kinetickou energii vlastn´ıho tvaru kmitu dle na´sleduj´ıc´ıho
vztahu,
Ek =
1
2
u˙TM u˙ , pro hmotny´ bod −→ Ek = 1
2
mekvu˙
2
L
kde u˙ je vektor rychlost´ı vy´chylek popisuj´ıc´ı vlastn´ı tvar kmitu lopatky a M je mat-
ice hmotnosti lopatky. Rychlost na konci lopatky u˙Lurcˇ´ıme takte´zˇ z MKP vy´pocˇtu.
Porovna´n´ım vy´sˇe uvedeny´ch vztah˚u vypocˇteme ekvivalentn´ı hmotnost lopatky mekv.
Ekvivalentn´ı tuhost kekv pak vypocˇteme ze vztahu pro vlastn´ı frekvenci 1DOF os-
cila´toru,
kekv = mekvω
2
vl
kde ωvl je vlastn´ı frekvence prˇ´ıslusˇej´ıc´ı dane´mu ohybove´mu tvaru lopatky.
Podobny´m prˇ´ıstupem mu˚zˇeme urcˇit i ekvivalentn´ı moment setrvacˇnosti a tuhost
rotoru (dle obra´zku 4.1 se jedna´ o tuhost k1 a moment setrvacˇnosti I ). Takto
stanovene´ ekvivalentn´ı parametry popisuj´ıc´ı vlastnosti dvojdisku s lopatkami na´m
poslouzˇ´ı k tomu, zˇe z nich urcˇ´ıme parametry η a δ (popisuj´ıc´ı rea´lnou konfiguraci)
a ty vyneseme jako bod do graf˚u 4.2,4.3,4.4.
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Z graficke´ interpretace vlastn´ıch tvar˚u je patrne´ , zˇe vlastn´ı tvar odpov´ıdaj´ıc´ı
frekvenci λ1je charakterizova´n dominantn´ım kmita´n´ım disk˚u v protifa´zi, prˇi
ktere´m lopatky kmitaj´ı v protifa´zi s prˇ´ıslusˇny´mi disky ale i v˚ucˇi sobeˇ. Naproti
tomu u vlastn´ıho tvaru odpov´ıdaj´ıc´ıho frekvenci λ3 dominantneˇ kmitaj´ı lopatky
a to v˚ucˇi disku v protifa´zi a v˚ucˇi sobeˇ soufa´zneˇ. U vlastn´ıho tvaru odpov´ıdaj´ıc´ıho
frekvenci λ2 opeˇt kmitaj´ı dominantneˇ lopatky, ale v tomto prˇ´ıpadeˇ kmitaj´ı
soufa´zneˇ s diskem.
• Porovna´me-li vlastn´ı frekvenci ω1 s vlastn´ımi frekvencemi λ2, λ3, u ktery´ch
kmitaj´ı dominantneˇ lopatky, je mozˇne´ ucˇinit za´veˇr, zˇe v prˇ´ıpadeˇ dvojproude´ho
rotoru docha´z´ı k jevu, kdy se vlastn´ı frekvence samotne´ lopatky rozsˇteˇp´ı na
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dveˇ frekvence, pro ktere´ plat´ı λ2 5 ω15 λ3. Pro prˇ´ıpad jednoproude´ho rotoru
pak bude platit ω15 λ3.
• Uvedene´ grafy 4.2, 4.3, 4.4 je mozˇne´ pouzˇ´ıt pro libovolnou rea´lnou konfiguraci
dvouproude´ho rotoru a zjistit tak citlivost zmeˇn jednotlivy´ch parametr˚u na
vlastn´ı frekvence. Stacˇ´ı pouze zna´t hodnoty vlastn´ıch frekvenc´ı ω1, ω2 a pomeˇr
setrvacˇny´ch hmot η a ty vyne´st do uvedeny´ch graf˚u.
• V prˇ´ıpadeˇ lopatky LSB48 je videˇt, zˇe frekvence λ3, λ2 se nacha´z´ı v oblasti ,
kde citlivost na zmeˇnu parametr˚u η a δ je mala´, cozˇ znamena´, zˇe se nemus´ıme
oba´vat vy´znamne´ho prˇeladeˇn´ı pro r˚uzne´ varianty NT rotor˚u, nebot’ rea´lne´
modifikace cˇi u´pravy NT rotor˚u se budou veˇtsˇinou pohybovat v ra´mci neˇkolika
desetin vzhledem k δ a do jedne´ desetiny vzhledem k η.
• Je-li vlastn´ı frekvence samotne´ lopatky teˇsneˇ kolem dvojna´sobku frekvence
elektricke´ s´ıteˇ, pak s velkou pravdeˇpodobnost´ı nebude docha´zet k vy´znamne´mu
kmita´n´ı lopatek vlivem torzn´ıho buzen´ı od genera´toru, nebot’ vlivem vza´jemne´
interakce lopatek a rotoru dojde k ”prˇeladeˇn´ı”lopatky a k posunu vlastn´ı
frekvence da´le od bud´ıc´ı frekvence.
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4.1.2 Vynucene´ kmita´n´ı dvojdisku s lopatkami
Vyvsta´va´ ota´zka, jak se bude chovat dvojdisk z pohledu torzneˇ vynucene´ho
kmita´n´ı, pokud bude buzen harmonicky promeˇnny´m momentem v mı´steˇ disku. Neb-
ude existovat takova´ rea´lna´ konfigurace rotoru a lopatek, pro n´ızˇ budou rezonacˇn´ı
amplitudy kmita´n´ı lopatek minima´ln´ı?
Vzhledem k linea´rn´ımu modelu dvojdisku uvazˇujme buzen´ı harmonicky promeˇnny´m
torzn´ım momentem v mı´steˇ disku 1 o jednotkove´ amplitudeˇ M0. Vektor buzen´ı bude
mı´t pak tvar (4.8).
f(t) = f0e
iωbt, f0 = [0, 0,M0, 0]
T (4.8)
Pohybovou rovnici dvojdisku (4.4) rozsˇ´ıˇr´ıme o cˇlen zahrnuj´ıc´ı tlumen´ı. Prˇedpokla´da´me,
zˇe syste´m je slabeˇ nekonzervativn´ı.
Mq¨ + Bq˙ +Kq = f (4.9)
Zameˇrˇ´ıme se pouze na usta´lenou odezvu nikoliv na prˇechodovy´ deˇj. Pro vy´pocˇet
odezvy zvol´ıme moda´ln´ı metodu, tzn. moda´ln´ı transformaci (3.26). Pro bud´ıc´ı s´ılu
(4.8) mu˚zˇeme rˇesˇen´ı rovnice (4.9) hledat ve frekvencˇn´ı oblasti ve tvaru u(t) = u0e
iωbt,
kde u0 je da´no vztahem (4.10).
u0 = [−Iω2b + iωbD+ Λ] −1VTf0 (4.10)
Pro D a Λ plat´ı
VTBV = D, VTKV = Λ
Matice D je diagona´ln´ı a prvky na diagona´le jsou rovny 2ζjωj , kde ωj je j-ta´
vlastn´ı frekvence a ζ je pomeˇrny´ u´tlum j-te´ho vlastn´ıho tvaru.
Vektor amplitud q0 je pak da´n vztahem (4.11)
q0 = V[−Iω2b + iωbD+ Λ] −1VTf0 (4.11)
Podobneˇ jako v kapitole 4.1.1 provedeme parametrickou studii, ktera´ na´m uka´zˇe v
tomto prˇ´ıpadeˇ vliv parametr˚u η a δ na rezonancˇn´ı amplitudu kmita´n´ı lopatek x1a
x2. Uka´zalo se, zˇe velikosti rezonancˇn´ıch amplitud x1 a x2 jsou prakticky totozˇne´ ,
proto da´le budou prezentova´ny vy´sledky jen pro x1. Jelikozˇ z prˇedchoz´ıch za´veˇr˚u
jizˇ v´ıme, zˇe nebezpecˇne´ pro kmita´n´ı lopatek mohou by´t vlastn´ı frekvence λ2, λ3 (prˇi
teˇchto frekvenc´ıch kmitaj´ı dominantneˇ lopatky), proto vyneseme do graf˚u za´vislost
q0 dle vztahu (4.11) na parametrech η , δ. V grafech 4.5, 4.6 jsou prezentova´ny
rezonacˇn´ı amplitudy x1a x2 [mm] pro zvoleny´ pomeˇrny´ u´tlum ζ = 0.001. Rozsah
parametr˚u byl volen s ohledem na mozˇne´ rea´lne´ konfigurace rotoru a lopatek. Do
uvedeny´ch graf˚u byl da´le zanesen bod, ktery´ odpov´ıda´ prˇiblizˇneˇ lopatce LSB48 a
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n´ızkotlake´mu dvouproude´mu rotoru ( vlastn´ı frekvence samotne´ lopatky je ω1 =
101.8Hz a samotne´ho rotoru bez lopatek LSB48 je ω1 = 135Hz).
Obra´zek 4.5: Za´vislost rezonancˇn´ı amplitudy x1na parametrech η a δ prˇi
frekvenci buzen´ı rovne´ λ3
Obra´zek 4.6: Za´vislost rezonancˇn´ı amplitudy x1 na parametrech η a δ prˇi
frekvenci buzen´ı rovne´ λ2
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Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Porovna´me-li mezi sebou grafy 4.5, 4.6 z pohledu velikosti amplitud mu˚zˇeme
ucˇinit za´veˇr, zˇe prˇi rezonancˇn´ım kmita´n´ı vlastn´ı frekvenc´ı λ2 jsou rezonancˇn´ı
amplitudy lopatek vy´znamneˇ vysˇsˇ´ı v porovna´n´ı s prˇ´ıpadem, kdy dvojdisk re-
zonuje s vlastn´ı frekvenc´ı λ3. Z prakticke´ho pohledu to znamena´ dodrzˇovat
veˇtsˇ´ı odstup frekvence λ2 od potencia´lneˇ nebezpecˇne´ bud´ıc´ı frekvence rovne´
dvojna´sobku frekvence s´ıteˇ.
• Da´le je z graf˚u patrne´, zˇe zmeˇnou ”rea´lne´ konfigurace”rotoru a lopatek v
ra´mci neˇkolika desetin z pohledu δ a jedne´ desetiny z pohledu η nedoc´ıl´ıme
vy´znamne´ho sn´ızˇen´ı amplitud kmita´n´ı lopatek. Dokonce se jev´ı, zˇe rea´lna´ kon-
figurace rotoru je optima´lneˇ navrzˇena z pohledu rezonacˇn´ı amplitudy kmita´n´ı
prˇi vlastn´ı frekvenci λ2.
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4.2 Aplikace vza´jemne´ interakce lopatek a rotoru
S t´ım jak se vylepsˇuj´ı mechanicke´ vlastnosti vysokopevnostn´ıch ocel´ı, roste mozˇnost
vyv´ıjet delˇs´ı a u´cˇinneˇjˇs´ı koncove´ lopatky n´ızkotlaky´ch d´ıl˚u. Delˇs´ı lopatky maj´ı vsˇak
obecneˇ nizˇsˇ´ı vlastn´ı frekvence, ktere´ se nacha´zej´ı v oblasti dvojna´sobku frekvence
elektricke´ s´ıteˇ. Prˇi provozu genera´toru mohou nastat poruchove´ deˇje, jezˇ maj´ı har-
monicky´ cˇi periodicky´ charakter s periodou deˇje jednona´sobku a dvojna´sobku frekvence
s´ıteˇ. Tyto poruchove´ deˇje mohou by´t zdrojem buzen´ı koncovy´ch lopatek a vybudit
tzv. desˇtn´ıkovy´ tvar kmitu olopatkovane´ho disku.
Jedn´ım z nejv´ıce nebezpecˇny´ch poruchovy´ch jev˚u z pohledu vysokocyklove´ u´navy
lopatek je tzv. nesoumeˇrne´ zat´ızˇen´ı genera´toru. Tento jev se projevuje harmonicky´mi
pulsacemi krout´ıc´ıho momentu s frekvenc´ı rovnaj´ıc´ı se dvojna´sobku frekvence s´ıteˇ.
Tento poruchovy´ deˇj mu˚zˇe trvat azˇ neˇkolik hodin, cozˇ je cˇas dostatecˇneˇ dlouhy´ na to,
aby mohlo doj´ıt k vysokocyklove´mu porusˇen´ı lopatek. Amplituda bud´ıc´ıho momentu
v mı´steˇ vinut´ı genera´toru mu˚zˇe dosahovat azˇ 10% nomina´ln´ıho krout´ıc´ıho momentu.
V prˇ´ıpadeˇ torzn´ıho buzen´ı rotorove´ soustavy vlivem poruchy na genera´toru docha´z´ı
ke vzniku va´zane´ho kmita´n´ı mezi lopatkami a vlastn´ı rotorovou soustavou. Toto je
d˚uvod procˇ je nutne´ analyzovat moda´ln´ı vlastnosti syste´mu lopatky-rotorova´ sous-
tava a nikoliv jen samotny´ olopatkovany´ disk. Nen´ı trˇeba se obecneˇ zaby´vat vsˇemi
stupni lopatek, ale pouze teˇmi, jejichzˇ vlastn´ı frekvence jsou pobl´ızˇ dvojna´sobku
frekvence s´ıteˇ. Tuto podmı´nku splnˇuje ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u pouze n´ızkotlaky´ koncovy´
stupenˇ.
Pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu lopatky-rotor je beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´na
metoda konecˇny´ch prvk˚u. Rotor je modelova´n pomoc´ı 1D nosn´ıkovy´ch prvk˚u, ktere´
se pouzˇ´ıvaj´ı prˇi torzn´ı analy´ze rotorove´ soustavy. Lopatky jsou pak modelova´ny
pomoc´ı 3D nosn´ıkovy´ch prvk˚u. Tento prˇ´ıstup se beˇzˇneˇ pouzˇ´ıva´, acˇkoliv ma´ urcˇite´
nevy´hody.
1. MKP modely lopatek s vyuzˇit´ım 3D nosn´ıkovy´ch prvk˚u jsou neprˇesne´
2. 3D nosn´ıkove´ modely lopatek je nutno kalibrovat dle prˇesneˇjˇs´ıch MKP model˚u
lopatek ( 3D objemove´ modely)
3. Nutno pracovat s dveˇma modely lopatek ( 3D nosn´ıkove´ a 3D objemove´), cozˇ
je cˇasoveˇ na´rocˇneˇjˇs´ı
4. U 3D nosn´ıkovy´ch model˚u lopatek je obt´ızˇne´ modelova´n´ı vazebn´ıch cˇlen˚u
Tyto nevy´hody vy´sˇe zminˇovane´ho prˇ´ıstupu vedly k zamysˇlen´ı jak vyuzˇ´ıt stan-
dardn´ı 3D objemovy´ model lopatky pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu lopatky-
rotor. Vyvsta´vaj´ı dveˇ ota´zky, jak propojit 3D model lopatek s 1D modelem ro-
toru a da´le jak vyuzˇ´ıt rotacˇn´ı periodicitu olopatkovane´ho disku pro sn´ızˇen´ı pocˇtu
stupnˇ˚u volnosti dane´ho proble´mu. Vyuzˇit´ı rotacˇn´ı periodicity je nezbytne´, nebot’
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parn´ı turbiny mohou mı´t od jednoho azˇ po osm koncovy´ch n´ızkotlaky´ch stupnˇ˚u
(pro cˇtyrˇi dvouproude´ n´ızkotlake´ d´ıly). Pokud bychom modelovali vsˇechny lopatky
v kole, ktery´ch by´va´ veˇtsˇinou kolem 60, na osmi stupn´ıch a uvazˇovali, zˇe model jedne´
lopatky obsahuje cca 20 000 stupnˇ˚u volnosti, pak cely´ model syste´mu lopatky-rotor
bude obsahovat 10 milion˚u stupnˇ˚u volnosti. Takto rozsa´hly´ model nen´ı mozˇne´ v
dnesˇn´ı dobeˇ dostupny´mi hardwarovy´mi prostrˇedky pocˇ´ıtat.
Proble´m v aplikaci rotacˇn´ı periodicity na olopatkovany´ disk tkv´ı v tom, jak zacho-
vat hmotnostn´ı (setrvacˇne´) a tuhostn´ı pomeˇry mezi vlastn´ım rotorem a lopatkami,
nebot’ prˇi pouzˇit´ı rotacˇn´ı periodicity bude model cele´ho syste´mu obsahovat vzˇdy jen
jednu lopatku na dane´m stupni. Toto lze elegantneˇ vyrˇesˇit t´ım, zˇe se umeˇle navy´sˇ´ı
tuhost a hmotnost lopatky a to tolikra´t, kolik je lopatek obsazˇeno v kole. T´ım se
zarucˇ´ı i zachova´n´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı samotne´ lopatky. Fyzika´ln´ı vysveˇtlen´ı pro
navy´sˇen´ı tuhostn´ıch a setrvacˇny´ch vlastnost´ı lopatek je zalozˇeno na faktu, zˇe jed-
notlive´ lopatky jsou paralelneˇ spojeny tj. kmitaj´ı stejnou amplitudou a stejnou fa´z´ı
tzn. pra´veˇ jedna modelovana´ lopatka pak reprezentuje vsˇechny lopatky v kole.
Propojen´ı 3D modelu lopatky s 1D modelem rotoru je realizova´no pomoc´ı tzv.
vazebn´ıch rovnic. Na obra´zku 4.7 je naznacˇena situace. Uzel rotoru Bk reprezentuje
k-te´ mı´sto, kde jsou lopatky propojeny s rotorem. Uzly lopatky Ai reprezentuj´ı mı´sta,
kde je lopatka spojena s diskem. Samotny´ disk je zahrnut do modelu rotorove´ sous-
tavy jako pevneˇ v rotoru ulozˇeny´ tuhy´ kotoucˇ o dane´m momentu setrvacˇnosti. Torzn´ı
tuhost disku je natolik vysoka´, zˇe je mozˇne´ disk uvazˇovat jako tuhy´. Pak mu˚zˇeme
zave´st vazebn´ı podmı´nku (4.12), ktera´ popisuje vazbu mezi torzn´ım natocˇen´ım ro-
toru ϕk v mı´steˇ Bk a obvodovy´m posuvem qi bod˚u Ai lopatky,
Obra´zek 4.7: Vazba mezi rotorem a lopatkou
qi = Riϕk pro i = 1, 2, 3...n (4.12)
kde n je pocˇet uzl˚u, ktere´ spojuj´ı disk s lopatkou.
Je nutne´ zd˚uraznit , zˇe c´ılem je analyzovat pouze torzn´ı tvary kmitu rotorove´
soustavy a k nim prˇ´ıslusˇej´ıc´ı tvary kmitu lopatek s nulty´m uzlovy´m pr˚umeˇrem, kdy
vsˇechny lopatky v kole kmitaj´ı stejnou amplitudou a stejnou fa´z´ı.
Uvedeny´ postup vy´pocˇtu vza´jemne´ho torzn´ıho kmita´n´ı rotoru a lopatek byl za-
utomatizova´n pomoc´ı APDL jazyka v prostrˇed´ı ANSYS. To umozˇnilo vyuzˇit´ı stan-
dardneˇ pouzˇ´ıvany´ch vstupn´ıch soubor˚u popisuj´ıc´ıch vlastnosti a geometrii rotorove´
soustavy a da´le prˇineslo zefektivneˇn´ı vy´pocˇtovy´ch analy´z.
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4.2.1 Aplikace metodiky vy´pocˇtu - pokusny´ rotor s lopatkou LSB48
Zminˇovany´ postup v kapitole 4.2 byl aplikova´n prˇi vy´pocˇtu vza´jemne´ho torzn´ıho
kmita´n´ı lopatek LSB48 a pokusne´ho rotoru prezentovane´ho na obra´zc´ıch 3.18 a 4.8.
C´ılem bylo zjistit spra´vnost navrzˇene´ metodiky a oveˇrˇen´ı jej´ı prˇesnosti na za´kladeˇ
porovna´n´ı s experimenta´lneˇ zjiˇsteˇny´mi daty.
Obra´zek 4.8: CAD model pokusne´ho rotoru
Pokusny´ rotor je slozˇen z dvou hrˇ´ıdelovy´ch na´stavc˚u, mezi ktere´ je vlozˇen disk
osazeny´ lopatkami. Pokusny´ rotor je poha´neˇn AC motorem o vy´konu 1.4MW. Motor
mu˚zˇe take´ fungovat jako budicˇ torzn´ıho kmita´n´ı, kdy na usta´leny´ krout´ıc´ı moment
je superponova´na harmonicka´ slozˇka momentu. Frekvence harmonicke´ho torzn´ıho
buzen´ı se mu˚zˇe plynule meˇnit v rozsahu 80 azˇ 130Hz. Takte´zˇ amplitudu torzn´ıho
bud´ıc´ıho momentu je mozˇne´ regulovat v rozsahu 0 azˇ 30% nomina´ln´ıho krout´ıc´ıho
momentu.
Model rotorove´ soustavy pokusne´ho standu byl diskretizova´n na za´kladeˇ MKP
v prostrˇed´ı ANSYS s vyuzˇit´ım vyvinute´ metodiky. Na´sledneˇ byla provedena moda´ln´ı
analy´za, jej´ımzˇ hlavn´ım vy´stupem je vlastn´ı frekvence a vlastn´ı tvar va´zane´ho torzn´ıho
kmita´n´ı rotor - lopatky. Graficke´ zna´zorneˇn´ı hledane´ho vlastn´ıho tvaru je videˇt na
obra´zku 4.9. Meˇrˇene´ a vypocˇtene´ vlastn´ı frekvence va´zane´ho kmita´n´ı rotor-lopatky
jsou shrnuty v tabulce 4.1.
Tabulka 4.1: Vlastn´ı frekvence va´zane´ho kmita´n´ı rotor-lopatky pokusne´ho ro-
toru
Vypocˇet
samotna´ lopatka
Vy´pocˇet s
vlivem rotoru
Experiment
Frekvence [Hz] 101.8 110.1 110.5
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Obra´zek 4.9: Vypocˇteny´ torzn´ı tvar pokusne´ho rotoru s lopatkou LSB48
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Na za´kladeˇ vy´pocˇtove´ analy´zy vlastn´ıch frekvenc´ı se uka´zalo, zˇe efekt vza´jemne´
interakce rotoru a lopatky se vy´znamneˇ projevil a to zvy´sˇen´ım vlastn´ı frekvence
lopatek cca o 8.5Hz. Tento vy´razny´ efekt lze prˇicˇ´ıst relativneˇ vysoke´mu pomeˇru
setrvacˇny´ch hmot lopatek v˚ucˇi disku tak, jak ukazuje graf 4.4 a vztah (4.6).
• Provedene´ meˇrˇen´ı uka´zalo na velmi dobrou shodu mezi vy´pocˇtem a experi-
mentem. Rozd´ıl vlastn´ıch frekvenc´ı lopatek mezi obeˇma prˇ´ıstupy cˇinil pouze
0.4Hz.
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4.2.2 Aplikace metodiky vy´pocˇtu - rotorova´ soustava ”Indie”s lopatkou
LSB48
Postup uvedeny´ v kapitole 4.2 byl da´le aplikova´n prˇi vy´pocˇtu vza´jemne´ho torzn´ıho
kmita´n´ı lopatek LSB48 a rotorove´ soustavy ”Indie”. Tato rotorova´ soustava je
slozˇena z vysokotlake´ho d´ılu- VT, strˇedotlake´ho d´ılu -ST, dvouproude´ho n´ızkotlake´ho
d´ılu - NT a genera´toru - GEN, jak je naznacˇeno na obra´zku 4.10. Vy´kon turbiny prˇi
nomina´ln´ıch ota´cˇka´ch 3000 1/min je 660MW, cozˇ odpov´ıda´ nomina´ln´ımu prˇena´sˇene´mu
krout´ıc´ımu momentu na spojce genera´toru 2100kNm.
Obra´zek 4.10: Rotorova´ soustava ”Indie”s lopatkami LSB48
Diskretizace vlastn´ı rotorove´ soustavy byla prˇevzata jizˇ z existuj´ıc´ıho vstupn´ıho
souboru, ktery´ standardneˇ slouzˇ´ı k torzn´ı analy´ze rotorove´ soustavy. Jako diskre´tn´ı
MKP model lopatky LSB 48, byl pouzˇit ten, ktery´ slouzˇ´ı k dynamicky´m analy´za´m
samotne´ lopatky ( k vy´pocˇtu interferencˇn´ıho diagramu). Pomoc´ı vytvorˇene´ho makra
v prostrˇed´ı ANSYS, ktere´ je postaveno na metodice popsane´ v kapitole 4.2 , byla
provedena moda´ln´ı analy´za vy´sˇe uvedene´ho syste´mu. Vlastn´ı frekvence odpov´ıdaj´ıc´ı
dominantn´ımu ohybove´mu kmita´n´ı lopatek jsou shrnuty v tabulce 4.2 a jim prˇ´ıslusˇej´ıc´ı
vlastn´ı tvary jsou zobrazeny na obra´zc´ıch 4.11,4.12.
Tabulka 4.2: Vlastn´ı frekvence va´zane´ho kmita´n´ı rotor-lopatky rotorove´ sous-
tavy Indie
Vypocˇet - samotna´
lopatka
Vy´pocˇet s vlivem
rotoru - λ2
Vy´pocˇet s vlivem
rotoru -λ3
Frekvence [Hz] 101.8 89.7 106.0
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Obra´zek 4.11: Torzn´ı tvar rotorove´ soustavy ”Indie”s lopatkou LSB48
λ2=89.7Hz
Obra´zek 4.12: Torzn´ı tvar rotorove´ soustavy ”Indie”s lopatkou LSB48
λ3=106.0Hz
Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Uka´zalo se , zˇe navrzˇena´ metodika umozˇnˇuje velmi rychle a operativneˇ ana-
lyzovat va´zane´ torzn´ı frekvence rotoru a lopatek. Te´to skutecˇnosti lze vy´hodneˇ
vyuzˇ´ıt pro prˇ´ıpadne´ parametricke´ studie zjiˇst’uj´ıc´ı citlivost geometricky´ch parametr˚u
rotoru na vlastn´ı frekvence lopatek.
• V prˇ´ıpadeˇ rotorove´ soustavy, ktera´ je slozˇena z trˇ´ı dvouproudy´ch NT d´ıl˚u a
obsahuje tedy sˇest koncovy´ch stupnˇ˚u lopatek, trva´ vy´pocˇtova´ moda´ln´ı analy´za
na vy´konne´m PC cca 5-10 minut v za´vislosti na pocˇtu hledany´ch vlastn´ıch
frekvenc´ı.
• Vypocˇtene´ vlastn´ı frekvence v tabulce 4.2 splnˇuj´ı pozˇadavky normy ISO 22266-
1 [29] na odstup od dvojna´sobku frekvence s´ıteˇ
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4.2.3 Torzn´ı harmonicke´ buzen´ı - rotorova´ soustava ”Indie”s lopatkou
LSB48
Vy´pocˇtova´ analy´za odezvy lopatek na harmonicke´ buzen´ı poskytuje odpoveˇd’, jak
vysoka´ dynamicka´ napeˇt´ı budou existovat a v ktery´ch mı´stech lopatky se uplatn´ı
prˇi jej´ım rezonacˇn´ım kmita´n´ı. Jizˇ drˇ´ıve bylo zmı´neˇno, zˇe v prˇ´ıpadeˇ nesoumeˇrne´ho
zat´ızˇen´ı genera´toru docha´z´ı k harmonicky´m pulsac´ım krout´ıc´ıho momentu s frekvenc´ı
rovnaj´ıc´ı se dvojna´sobku frekvence s´ıteˇ. Amplituda bud´ıc´ıho momentu v mı´steˇ vinut´ı
genera´toru mu˚zˇe dosahovat azˇ 10% nomina´ln´ıho krout´ıc´ıho momentu, cozˇ v prˇ´ıpadeˇ
rotorove´ soustavy ”Indie”je MA =210kNm. Tento harmonicky se meˇn´ıc´ı krout´ıc´ı
moment byl rovnomeˇrneˇ rozdeˇlen do uzl˚u v mı´steˇ vinut´ı genera´toru tak, jak je
naznacˇeno na obra´zku 4.13. Pro vy´pocˇet odezvy byl vyuzˇit MKP model prezen-
tovany´ v kapitole 4.2.2. Jelikozˇ se jedna´ o harmonicke´ buzen´ı, je vy´hodne´ hledat
rˇesˇen´ı ve frekvencˇn´ı oblasti za pomoci harmonicke´ analy´zy. Amplitudo frekvencˇn´ı
za´vislost dane´ho syste´mu budeme zjiˇst’ovat v okol´ı vlastn´ıch frekvenc´ı λ2 a λ3 , ktere´
odpov´ıdaj´ı dominantn´ımu kmita´n´ı lopatek a vyskytuj´ı se v bl´ızkosti dvojna´sobku
frekvence s´ıteˇ. Model tlumen´ı syste´mu byl uvazˇova´n visko´zn´ı s hodnotou pomeˇrne´ho
u´tlumu o velikosti 0.06%, cozˇ odpov´ıda´ prˇiblizˇneˇ hodnoteˇ materia´love´ho tlumen´ı,
ktere´ bylo experimenta´lneˇ zjiˇsteˇno. Tento prˇ´ıstup je znacˇneˇ konzervativn´ı, nebot’
neuvazˇuje konstrukcˇn´ı tlumen´ı v mı´steˇ vazebn´ıch cˇlen˚u lopatek. Vlastn´ı harmonicka´
analy´za byla provedena v prostrˇed´ı ANSYS.
Obra´zek 4.13: Rotorova´ soustava ”Indie”s lopatkami LSB48 - harmonicke´
buzen´ı torzn´ım momentem
Vy´sledky ve formeˇ amplitudo frekvencˇn´ıch charakteristik jsou zobrazeny na obra´zku
4.14. Jedna´ se o odezvy na sˇpicˇce lopatek ve smeˇru axia´ln´ım (ve smeˇru osy ro-
toru) a tangencia´ln´ım ( smeˇr obvodovy´). Obeˇ rˇady lopatek LSB48 kmitaj´ı co do ve-
likosti amplitud prˇiblizˇneˇ stejneˇ. V grafech jsou vyneseny tedy pouze odezvy lopatek
nacha´zej´ıc´ı se bl´ızˇe ke genera´toru. Porovna´me-li vy´chylky prˇi frekvenci 89.7Hz a prˇi
frekvenci 106Hz, je patrne´, zˇe lopatka vy´znamneˇji kmita´ v prˇ´ıpadeˇ nizˇsˇ´ı frekvence.
Da´le je patrne´, zˇe pomeˇr amplitud v tangencia´ln´ım smeˇru v˚ucˇi axia´ln´ımu smeˇru
se znatelneˇ liˇs´ı pro obeˇ rezonacˇn´ı frekvence. Tento jev lze pravdeˇpodobneˇ prˇisoudit
tomu, zˇe vynuceny´ tvar pro vysˇsˇ´ı frekvenci 106Hz je jizˇ ovlivnˇova´n druhy´m tvarem
kmitu lopatky, jak je mozˇne´ videˇt na interferencˇn´ım diagramu samotne´ lopatky, viz.
obra´zek 3.16.
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Obra´zek 4.14: Odezva na sˇpicˇce lopatky LSB48 rotorove´ soustavy ”Indie”prˇi
harmonicke´m torzn´ım buzen´ı
Obra´zek 4.15 ukazuje deformaci lopatky prˇi rezonacˇn´ım kmita´n´ı prˇi frekvenci 89.7Hz.
Obra´zek 4.15: Deformace lopatky prˇi rezonacˇn´ım kmita´n´ı frekvenc´ı 89.7Hz
Rezonacˇn´ım amplituda´m kmita´n´ı odpov´ıdaj´ı urcˇite´ dynamicke´ amplitudy napeˇt´ı na
povrchu lopatek, jak prezentuj´ı obra´zky 4.16, 4.17, 4.18. Tato napeˇt´ı jsou posuzova´na
z pohledu vysokocyklove´ u´navy v prˇ´ıloze 7.5. C´ılem bude zjistit, zdali lopatka mu˚zˇe
pracovat v rezonanci i v prˇ´ıpadeˇ vadne´ synchronizace genera´toru.
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Obra´zek 4.16: Rozlozˇen´ı rezonacˇn´ıho napeˇt´ı (HMH v MPa) na lopatce LSB48
prˇi frekvenci 89.7Hz
Obra´zek 4.17: Rozlozˇen´ı rezonacˇn´ıho napeˇt´ı (HMH v MPa) v za´veˇsu lopatky
LSB48 prˇi frekvenci 89.7Hz ( max. 221MPa)
Obra´zek 4.18: Rozlozˇen´ı rezonacˇn´ıho napeˇt´ı (HMH v MPa) kolem tie-bossu
lopatky LSB48 prˇi frekvenci 89.7Hz ( max. 260MPa)
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Dı´lcˇ´ı za´veˇry
• Podarˇilo se oveˇrˇit, zˇe plat´ı za´veˇry ucˇineˇne´ v kapitole 4.1.2, tzn. prˇi rezonacˇn´ım
kmita´n´ı vlastn´ı frekvenc´ı λ2 jsou rezonancˇn´ı amplitudy vysˇsˇ´ı v porovna´n´ı s
prˇ´ıpadem, kdy je syste´m buzen vlastn´ı frekvenc´ı λ3.
• Pomeˇr amplitud v tangencia´ln´ım smeˇru v˚ucˇi axia´ln´ımu smeˇru se znatelneˇ liˇs´ı
pro obeˇ rezonacˇn´ı frekvence. Tento jev lze pravdeˇpodobneˇ prˇisoudit tomu,
zˇe vynuceny´ tvar pro vysˇsˇ´ı frekvenci 106Hz je jizˇ ovlivnˇova´n druhy´m tvarem
kmitu lopatky.
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4.3 Za´veˇr - vza´jemna´ torzn´ı interakce lopatek a rotoru
• V prˇ´ıpadeˇ dvouproude´ho rotoru docha´z´ı k jevu, kdy se vlastn´ı frekvence ohy-
bovy´ch kmit˚u samotne´ lopatky rozsˇteˇp´ı na dveˇ frekvence, pro ktere´ plat´ı
λ2 5 ω15 λ3. Pro prˇ´ıpad jednoproude´ho rotoru pak bude platit ω15 λ3.
• Grafy 4.2, 4.3, 4.4 je mozˇne´ pouzˇ´ıt pro libovolnou rea´lnou konfiguraci dvouprou-
de´ho rotoru a zjistit tak citlivost zmeˇn jednotlivy´ch parametr˚u na vlastn´ı
frekvence. Stacˇ´ı pouze zna´t hodnoty vlastn´ıch frekvenc´ı ω1, ω2 a pomeˇr mo-
ment˚u setrvacˇnosti η a ty vyne´st do uvedeny´ch graf˚u.
• Porovna´me-li mezi sebou grafy 4.5, 4.6 z pohledu velikosti amplitud, mu˚zˇeme
ucˇinit za´veˇr, zˇe prˇi rezonancˇn´ım kmita´n´ı vlastn´ı frekvenc´ı λ2 jsou rezonacˇn´ı
amplitudy vy´znamneˇ vysˇsˇ´ı v porovna´n´ı s prˇ´ıpadem, kdy dvojdisk rezonuje s
vlastn´ı frekvenc´ı λ3. Z prakticke´ho pohledu to znamena´ dodrzˇovat veˇtsˇ´ı odstup
frekvence λ2 od potencia´lneˇ nebezpecˇne´ bud´ıc´ı frekvence rovne´ dvojna´sobku
frekvence s´ıteˇ.
• Je-li vlastn´ı frekvence samotne´ lopatky teˇsneˇ kolem dvojna´sobku frekvence
elektricke´ s´ıteˇ, pak s velkou pravdeˇpodobnost´ı nebude docha´zet k vy´znamne´mu
kmita´n´ı lopatek vlivem torzn´ıho buzen´ı od genera´toru, nebot’ vlivem vza´jemne´
interakce lopatek a rotoru dojde k ”prˇeladeˇn´ı a rozsˇteˇpen´ı vlastn´ı frekvence”lo-
patky a k posunu vlastn´ı frekvence da´le od bud´ıc´ı frekvence.
• V prˇ´ıpadeˇ lopatky LSB48 je videˇt, zˇe frekvence λ3, λ2 se nacha´z´ı v oblasti ,
kde citlivost na zmeˇnu parametr˚u η a δ je mala´. To znamena´, zˇe se nemus´ıme
oba´vat vy´znamne´ho prˇeladeˇn´ı pro r˚uzne´ varianty NT rotor˚u, nebot’ rea´lne´
modifikace cˇi u´pravy NT rotor˚u se budou veˇtsˇinou pohybovat v ra´mci neˇkolika
desetin zmeˇny parametru δ a do jedne´ desetiny zmeˇny parametru η.
• Uka´zalo se , zˇe navrzˇena´ metodika umozˇnˇuje velmi rychle a operativneˇ analy-
zovat va´zane´ torzn´ı frekvence rotoru a lopatek. V prˇ´ıpadeˇ rotorove´ soustavy,
ktera´ je slozˇena ze trˇ´ı dvouproudy´ch NT d´ıl˚u a obsahuje tedy sˇest koncovy´ch
stupnˇ˚u lopatek, trva´ vy´pocˇtova´ moda´ln´ı analy´za na vy´konne´m PC cca 5-10
minut v za´vislosti na pocˇtu hledany´ch vlastn´ıch frekvenc´ı.
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5 Shrnut´ı a za´veˇr
5.1 Shrnut´ı a dosazˇene´ vy´sledky
Prˇedlozˇena´ pra´ce se zaby´va´ problematikou dynamiky olopatkovany´ch disk˚u a je
te´maticky rozcˇleneˇna do trˇ´ı uceleny´ch kapitol. C´ılem pra´ce je obsa´hnout vy´znamne´
oblasti dynamiky olopatkovany´ch disk˚u, s ktery´mi se mu˚zˇeme v praxi nejcˇasteˇji
setkat a to zejme´na u parn´ıch turb´ın. Pra´ce se snazˇ´ı mimo jine´ rozsˇ´ıˇrit sta´vaj´ıc´ı
vy´pocˇetn´ı metody a postupy, ktere´ jsou v soucˇasnosti pouzˇ´ıva´ny ve SˇKODA POWER
a to s c´ılem:
• zprˇesneˇn´ı vy´sledk˚u vy´pocˇtovy´ch analy´z, cozˇ prˇina´sˇ´ı znacˇne´ financˇn´ı u´spory na
vy´robu prototypovy´ch lopatek, nebot’ tyto lopatky mohou by´t bez dodatecˇny´ch
u´prav pouzˇity na rea´lne´m d´ıle. Tomu vsˇak mus´ı prˇedcha´zet soubor experi-
menta´ln´ıch test˚u oveˇrˇuj´ıc´ıch dynamicke´ a staticke´ bezpecˇnosti.
• zjednodusˇen´ı a zkra´cen´ı vy´pocˇtove´ho cˇasu, cozˇ prˇina´sˇ´ı mozˇnost prova´deˇt para-
metricke´ studie ve sta´diu na´vrhu naprˇ. novy´ch lopatek.
• na jednoduchy´ch modelech prezentovat a take´ zobecnˇovat chova´n´ı slozˇity´ch
rotacˇneˇ periodicky´ch struktur jaky´mi jsou naprˇ. tvaroveˇ slozˇite´ koncove´ lopatky
n´ızkotlaky´ch d´ıl˚u, cozˇ ma´ za c´ıl hloubeˇji pochopit jejich dynamicke´ chova´n´ı.
Veˇtsˇina prˇedlozˇeny´ch metodik vy´pocˇt˚u je aplikova´na na rea´lny´ch lopatka´ch. Pokud
jsou k dispozici nameˇrˇena´ data, pak jsou porovna´va´na s analyzovany´mi vy´sledky za
u´cˇelem kalibrace vy´pocˇetn´ı metodiky.
Pochopen´ı dynamicke´ho chova´n´ı rotacˇneˇ periodicky´ch struktur je nejprve ob-
jasneˇno na jednoduche´ 1D rotacˇneˇ symetricke´ strukturˇe (rotuj´ıc´ı stocˇena´ struna),
pro n´ızˇ byla sestavena pohybova´ rovnice a na´sledneˇ byly urcˇeny jej´ı moda´ln´ı vlast-
nosti. Da´le byla zjiˇst’ova´na odezva zminˇovane´ rotacˇneˇ symetricke´ struktury na r˚uzne´
typy buzen´ı a to takove´, s ktery´mi je mozˇne´ se setkat, at’ jizˇ prˇi provozu rea´lny´ch
turbosoustroj´ı, cˇi beˇhem experimenta´ln´ıch test˚u. To prˇina´sˇ´ı mimo jine´ schopnosti
prˇedpoveˇdeˇt charakter odezvy, cozˇ je velmi uzˇitecˇne´ v prˇ´ıpadeˇ na´vrhu experimenta´ln´ıho
zarˇ´ızen´ı. Da´le je prezentova´n detailn´ı rozbor vy´sledny´ch odezev pro jednotlive´ typy
buzen´ı vcˇetneˇ zvla´sˇtn´ıch prˇ´ıpad˚u, cozˇ da´va´ uceleny´ pohled na chova´n´ı rotacˇneˇ peri-
odicky´ch struktur. Podobneˇ rozsa´hly´ a uceleny´ rozbor nen´ı v beˇzˇneˇ dostupne´ liter-
aturˇe mozˇne´ naj´ıt.
Steˇzˇejn´ı kapitola te´to pra´ce je zameˇrˇena na dynamickou analy´zu rotacˇneˇ period-
icky´ch struktur (olopatkovany´ch disk˚u ) s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky,
ktera´ umozˇnˇuje vy´znamny´m zp˚usobem zredukovat pocˇet stupnˇ˚u volnosti dane´ u´lohy
resp. vy´pocˇetn´ı na´roky. V teoreticke´ cˇa´sti jsou odvozeny vztahy pro vy´pocˇet moda´ln´ıch
vlastnost´ı olopatkovany´ch disk˚u. Na´sledneˇ jsou diskutova´ny jejich vlastnosti. Da´le
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jsou odvozeny vztahy pro vy´pocˇet odezvy na harmonicke´ buzen´ı pro r˚uzne´ typy
rozlozˇen´ı sil po obvodeˇ kola:
• periodicky se opakuj´ıc´ı rozlozˇen´ı sil
• obecneˇ rozlozˇena´ s´ıla - pomoc´ı Fourierovy rˇady je rozlozˇena na jednotlive´ har-
monicke´ slozˇky a pro kazˇdou z teˇchto slozˇek je odezva rˇesˇena samostatneˇ.
Vy´sledna´ odezva je pak da´na soucˇtem jednotlivy´ch odezev.
Pro zjiˇsteˇn´ı moda´ln´ıch vlastnost´ı a vynucene´ho kmita´n´ı periodicky´ch struktur s
vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky byl sestaven vy´pocˇetn´ı na´stroj PERIO v
prostrˇed´ı MATLAB. Spra´vnost odvozene´ teorie a funkcˇnost programu byla oveˇrˇena
na jednoduche´ rotacˇneˇ periodicke´ strukturˇe obsahuj´ıc´ıch 8 segment˚u, kazˇdy´ se dveˇma
stupni volnosti.
Byla sestavena metodika vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı pro dlouhe´ va´zane´ lopatky.
Tato metodika je do jiste´ mı´ry limitova´na konstrukcˇn´ım na´vrhem lopatky, nebot’ je
zalozˇena na linea´rn´ım chova´n´ı kontaktn´ı vazby beˇhem provozu. Z pohledu nomina´ln´ıho
provozu teˇchto typ˚u lopatek nen´ı vsˇak nelinea´rn´ı chova´n´ı zˇa´douc´ı. Vhodny´m na´vrhem
vazebn´ıch cˇlen˚u lopatky lze tento prˇedpoklad splnit. Zmı´neˇna´ metodika byla ap-
likova´na prˇi vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı koncove´ n´ızkotlake´ lopatky LSB48, ktere´
byly ned´ılnou soucˇa´st´ı procesu konstrukcˇn´ıho na´vrhu. Byla sestavena komplexn´ı
metodika vy´pocˇtu moda´ln´ıch velicˇin pro dlouhe´ va´zane´ lopatky zejme´na zahrnuj´ıc´ı
spra´vnou volbu okrajovy´ch podmı´nek. Porovna´n´ım nameˇrˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch
frekvenc´ı se podarˇilo oveˇrˇit jednak korektn´ı naladeˇn´ı lopatky LSB48 a da´le metodiku
vy´pocˇtu moda´ln´ıch velicˇin va´zany´ch lopatek. Experiment potvrdil, zˇe existuje velmi
dobra´ shoda mezi vy´pocˇtovy´m model a skutecˇny´m d´ılem, nebot’ odchylky u nameˇrˇeny´ch
a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se pohybovaly do 3%.
Byla oveˇrˇena mozˇnost pouzˇit´ı staticke´ redukce za u´cˇelem vy´znamne´ho sn´ızˇen´ı
pocˇtu stupnˇ˚u volnosti lopatky s vazebn´ımi cˇleny. Je vsˇak nutna´ spra´vna´ volba master
uzl˚u (stupnˇ˚u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejme´na v oblasti kontaktn´ıch ploch
vazebn´ıch cˇlen˚u. Redukovany´ model mu˚zˇe slouzˇit naprˇ. pro parametricke´ studie
chova´n´ı lopatek.
Pro posuzova´n´ı mı´ry vybuditelnosti vlastn´ıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ a byl odvozen vztah pro jeho stanoven´ı v prˇ´ıpadeˇ pouzˇit´ı rotacˇneˇ
periodicke´ podmı´nky. Vy´hodou parametru χ je jeho n´ızka´ vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost v
porovna´n´ı s vy´pocˇtem celkove´ odezvy. Byl pouzˇit prˇi vyhodnocova´n´ı mı´ry vybu-
ditelnosti vlastn´ıch tvar˚u lopatky LSB48.
Problematika vza´jemne´ interakce lopatek a rotoru prˇi torzn´ım kmita´n´ı je dalˇs´ı
oblast, kterou se prˇedlozˇena´ pra´ce zaby´va´. Nejprve je na zjednodusˇene´m mod-
elu dvojdisku s lopatkami prezentova´n princip vza´jemne´ interakce lopatek a ro-
toru. Pomoc´ı Lagrangeovy´ch rovnic druhe´ho druhu jsou sestaveny pohybove´ rovnice
a na´sledneˇ jsou rˇesˇeny moda´ln´ı vlastnosti a vynucene´ kmita´n´ı tohoto syste´mu.
Jedn´ım z hlavn´ıch c´ıl˚u analy´zy zjednodusˇene´ho modelu bylo proveden´ı detailn´ıho
rozboru vlivu jednotlivy´ch parametr˚u (tuhost, hmotnost lopatek a rotoru) na vlastn´ı
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frekvence a na rezonancˇn´ı amplitudy kmita´n´ı lopatek. Model je mozˇno svy´mi parame-
try naladit tak, aby s akceptovatelnou prˇesnost´ı predikoval vza´jemnou interakci
skutecˇne´ rotorove´ soustavy s lopatkami. Toho lze vyuzˇ´ıt prˇi na´vrhu, at’ jizˇ samotne´
koncove´ NT lopatky, tak rotoru. Pro urychlen´ı pra´ce a pro lepsˇ´ı na´zornost byly ses-
taveny grafy, pomoc´ı ktery´ch je mozˇne´ pro libovolnou rea´lnou konfiguraci dvouprou-
de´ho rotoru zjistit vliv jednotlivy´ch parametr˚u na vlastn´ı frekvence.
Pro zprˇesneˇn´ı predikce moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu lopatky-rotor (prˇi torzn´ım
kmita´n´ı rotoru) byla sestavena metodika, ktera´ je zalozˇena na metodeˇ MKP, kdy je
rotor modelova´n pomoc´ı 1D nosn´ıkovy´ch prvk˚u a lopatky pomoc´ı 3D objemovy´ch
prvk˚u s pouzˇit´ım podmı´nky cyklicˇnosti. Tento postup vy´pocˇtu vza´jemne´ho torzn´ıho
kmita´n´ı rotoru a lopatek byl zautomatizova´n pomoc´ı APDL jazyka v prostrˇed´ı AN-
SYS. Navrzˇena´ metodika umozˇnˇuje velmi rychle a operativneˇ analyzovat va´zane´
torzn´ı frekvence rotoru a lopatek. V prˇ´ıpadeˇ rotorove´ soustavy, ktera´ je slozˇena
ze trˇ´ı dvouproudy´ch NT d´ıl˚u a obsahuje tedy sˇest koncovy´ch stupnˇ˚u lopatek, trva´
vy´pocˇtova´ moda´ln´ı analy´za na vy´konne´m PC cca 5-10 minut v za´vislosti na pocˇtu
hledany´ch vlastn´ıch frekvenc´ı.
Korektnost a prˇesnost navrzˇene´ metodiky byla oveˇrˇena experimenta´ln´ım meˇrˇen´ım
na pokusne´m kole s lopatkou LSB48, kde byla proka´za´na velmi dobra´ shoda mezi
vy´pocˇtem a experimentem. Rozd´ıl vlastn´ıch frekvenc´ı (prˇi interakci lopatka - rotor)
mezi vy´pocˇtem a experimentem cˇinil pouze 0.4Hz.
Veˇtsˇina vy´pocˇtovy´ch metod a postup˚u prezentovany´ch v te´to pra´ci byla jizˇ zave-
dena a je pouzˇ´ıva´na ve Sˇkoda Power prˇi dynamicky´ch analy´za´ch olopatkovany´ch
disk˚u.
5.2 Vy´hled dalˇs´ı pra´ce
V na´vaznosti na prˇedlozˇenou pra´ci autor prˇedpokla´da´ pokracˇova´n´ı pra´ce v problem-
atice dynamiky olopatkovany´ch disk˚u a to zejme´na v na´sleduj´ıc´ıch oblastech:
• Aplikace a rozsˇ´ıˇren´ı programu PERIO pro rˇesˇen´ı vynucene´ho kmita´n´ı s obecneˇ
rozlozˇenou silou po obvodeˇ olopatkovane´ho disku.
• Odvozen´ı vztah˚u pro odezvu rotacˇneˇ symetricke´ struktury na buzen´ı obecneˇ
n Diracovy´mi impulsy nerovnomeˇrneˇ rozlozˇeny´mi po jej´ım obvodeˇ.
• Vy´voj programove´ho na´stroje umozˇnˇuj´ıc´ıho predikovat vybuditelnost vlastn´ıho
tvaru kmitu lopatek na za´kladeˇ znalosti rozlozˇen´ı s´ıly od me´dia na lopatce
(vy´stup z CFD analy´z) a dane´ho vlastn´ıho tvaru kmitu lopatky.
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7 Prˇ´ılohy
7.1 Prˇ´ıloha 1 - Odezva rotuj´ıc´ı struny na harmonicke´ buzen´ı
Meˇjme rotuj´ıc´ı strunu, ktera´ rotuje u´hlovou frekvenc´ı Ω = 2pi.10 rad/s (viz. obra´zek
2.1) a je buzena harmonickou silou o u´hlove´ frekvenci ωb. Necht’ je amplituda buzen´ı
f0 rovna 1N/m a popis bud´ıc´ı s´ıly je da´n vztahem (2.34). Prˇedpokla´dejme meˇrnou
hmotnost struny µ =0.5kg/m, polomeˇr zakrˇiven´ı struny r=1m, prˇedepnut´ı struny
silou T=10000N. Zaj´ıma´ na´s, jak bude vypadat usta´lena´ cˇasova´ rezonancˇn´ı odezva
na vy´sˇe uvedeny´ typ buzen´ı.
Vlastn´ı frekvence struny je da´na vztahem (2.16).
ωj = j
c
r
= j 1
r
√
T
µ
pro j = 1, 2, 3...∞
Pro dva uzlove´ pr˚umeˇry (cˇtyrˇi uzly na obvodeˇ struny), tj. j=2, je vlastn´ı frekvence
ωk = 283rad/s.
Uvazˇujme, zˇe je bud´ıc´ı s´ıla prˇedepsa´na vztahem (2.34).
f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) = f0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)
Usta´lena´ cˇasova´ odezva byla odvozena a je popsa´na vztahem (2.38).
z(ϕ, t) =
∞∑
k=0
f0
µ
1
ω2k−(kΩ+ωb)2
sin (kϕ+ (kΩ + ωb)t)
Rezonance nastane, pokud plat´ı
ωk = |kΩ + ωb|
Hodnotu bud´ıc´ı uhlove´ frekvence prˇedpokla´da´me jako kladne´ cˇ´ıslo. Zname´nko
urcˇuje smeˇr buzen´ı v˚ucˇi smeˇru ota´cˇen´ı Ω. Pokud je hodnota bud´ıc´ı uhlove´ frekvence
ωb kladna´, ma´ buzen´ı shodny´ smeˇr jako je smeˇr ota´cˇen´ı.
Rozliˇsujeme dva prˇ´ıpady
1. ωk = kΩ + ωb1 pro shodny´ smeˇr ωb2 jako je smeˇr ota´cˇen´ı Ω, pak plat´ı=>
ωb1 = ωk − kΩ = 283− 2× 63 = 157 rad/s
2. ωk = kΩ + ωb2 pro opacˇny´ smeˇr ωb2 nezˇ je smeˇr ota´cˇen´ı Ω, pak plat´ı=>
ωb2 = ωk + kΩ = 283 + 2× 63 = 409 rad/s
Graficke´ zna´zorneˇn´ı cˇasove´ odezvy je uka´za´no na na´sleduj´ıc´ıch obra´zc´ıch 7.2 a
7.1. Jak jizˇ bylo zmı´neˇno v kapitole 2.2 rezonacˇn´ı stav lze vyvolat pro dveˇ r˚uzne´
hodnoty bud´ıc´ı frekvence. Tyto frekvence se liˇs´ı kromeˇ velikosti take´ svy´m smeˇrem.
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Smeˇr pohybu vlneˇn´ı je v prve´m prˇ´ıpadeˇ opacˇny´ nezˇ smeˇr ota´cˇen´ı ( zpeˇtne´ vlneˇn´ı) a
v druhe´m prˇ´ıpadeˇ je totozˇny´ jako smeˇr ota´cˇen´ı (doprˇedne´ vlneˇn´ı).
Obra´zek 7.1: Cˇasova´ odezva struny [m] prˇi bud´ıc´ı frekvenci bl´ızke´ ωb1
(doprˇedne´ vlneˇn´ı)
Obra´zek 7.2: Cˇasova´ odezva struny [m] prˇi bud´ıc´ı frekvenci bl´ızke´ ωb2 (zpeˇtne´
vlneˇn´ı)
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Pozna´mka 1
Pokud budeme rotuj´ıc´ı strunu budit za´rovenˇ dveˇma r˚uzny´mi frekvencemi ωb1 a
ωb2 , pak dojde k secˇten´ı obou odezev a vznikne tzv. stojate´ vlneˇn´ı viz. na´sleduj´ıc´ı
obra´zek 7.3.
Obra´zek 7.3: Cˇasova´ odezva struny [m] prˇi bud´ıc´ı frekvencemi bl´ızky´mi
ωb1 a ωb2 (stojate´ vlneˇn´ı)
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7.2 Prˇ´ıloha 2 - Sn´ızˇen´ı tuhosti vlivem rotace
Meˇjme hmotny´ bod o hmotnosti m na pruzˇineˇ o staticke´ tuhosti k. Necht’ dany´
syste´m rotuje u´hlovou rychlost´ı Ω kolem vertika´ln´ı osy o, jak je schematicky naznacˇeno
na obra´zku 7.4.
Obra´zek 7.4: Rotuj´ıc´ı hmota na pruzˇineˇ
Na za´kladeˇ D’Alembertova principu sestav´ıme silovou rovnici rovnova´hy pro dany´
hmotny´ bod.
mr¨ + kr−mΩ2(R + r) = 0
mr¨ + (k −mΩ2)r = mΩ2R , k˜ = (k −mΩ2)
Z posledn´ı rovnice je zrˇejme´, zˇe vlivem rotace docha´z´ı ke sn´ızˇen´ı tuhosti pruzˇiny
o hodnotu mΩ2.
Ma´me-li rotuj´ıc´ı syste´m principielneˇ podobny´ tomu, co je na obra´zku 7.4, je
zapotrˇeb´ı vz´ıt v u´vahu vy´sˇe popsany´ efekt a mı´sto staticke´ tuhosti k uvazˇovat mod-
ifikovanou tuhost k˜.
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7.3 Prˇ´ıloha 3 - Sestaven´ı pohybovy´ch rovnic pro jednoduche´
rotacˇneˇ periodicke´ struktury
Meˇjme jednoduchou rotacˇneˇ periodickou strukturu , ktera´ je zobrazena na obra´zku
3.7. Obecneˇ je struktura sestavena z N segment˚u, kde kazˇdy´ segment je tvorˇen dveˇma
hmotny´mi body m1,m2, ktere´ jsou prova´za´ny pruzˇinami k1, k2, k3. Prˇedpokla´dejme,
zˇe hmotne´ body struktury maj´ı jeden stupenˇ volnosti a pohybuj´ı se pouze v ob-
vodove´m smeˇru tj. posouvaj´ı se pouze po kruzˇnic´ıch se strˇedem v bodeˇ O. Posuvy
xj1, x
j
2 jsou uvazˇova´ny v rovineˇ struktury a reprezentuj´ı posuv v obvodove´m smeˇru.
Hmotne´ body mj2 struktury jsou harmonicky buzeny silouf
j
2 . Kazˇdy´ hmotny´ bod
uvoln´ıme a sestav´ıme rovnice silove´ rovnova´hy dle D’Alembertova principu, jak je
naznacˇeno na obra´zku 7.5.
Obra´zek 7.5: Silova´ rovnova´ha uvolneˇny´ch hmotny´ch bod˚u
Index j oznacˇuje prˇ´ıslusˇnost k j -te´mu segmentu. Rovnice silove´ rovnova´hy pro
hmotny´ bod mj1 a m
j
2 jsou vyja´drˇeny na´sleduj´ıc´ımi vztahy.
mj1x¨
j
1 − k2(xj2 − xj1)− k1(xj−11 − xj1)− k1(xj+11 − xj1) + k3xj1 = 0
mj2x¨
j
2 + k2(x
j
2 − xj1)− f j2 = 0
Soustavu pohybovy´ch rovnic mu˚zˇeme pak zapsat v konfiguracˇn´ım prostoru
x= [x11, x
1
2, x
1
2, ...x
n
1 , x
n
2 ]
T v maticove´m tvaru,
Mx¨+Kx = f(t)
kde matice tuhosti K je symetricka´ a ma´ cirkulacˇn´ı charakter, jak je naznacˇeno na
obra´zku 7.6. Matice hmotnosti M je diagona´ln´ı a pozitivneˇ definitn´ı.
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Obra´zek 7.6: Struktura matice tuhosti
Uvazˇovane´ hodnoty prˇi vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı a dynamicky´ch odezev jsou
uvedeny v tabulce 7.1. Prˇ´ıklad odezvy je uka´za´n na obra´zku 3.9.
Tabulka 7.1: Vstupn´ı parametry
m1 140 [kg]
m2 3 [kg]
k1 1.10
6 [N/m]
k2 3.6 10
6 [N/m]
k3 2.5 10
8 [N/m]
n 10 pocˇet segment˚u
η 0.002 pomeˇrny´ u´tlum
k 2 tvar bud´ıc´ı s´ıly
f0 100 [N]
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7.4 Prˇ´ıloha 4 - Problematika tlumen´ı
Tlumen´ı je fenome´n, prˇi ktere´m docha´z´ı k disipaci mechanicke´ energie, ktera´ se
na´sledneˇ prˇetva´rˇ´ı v tepelnou energii. Tlumen´ı se uplatnˇuje prˇi dynamicky´ch jevech
jako je naprˇ. kmita´n´ı. Velikost tlumen´ı ovlivnˇuje chova´n´ı dynamicky´ch syste´mu˚ a
proto je d˚ulezˇite´ ho uvazˇovat jak prˇi vy´pocˇetn´ıch analy´za´ch, tak prˇi experimenta´ln´ıch
testech. Tlumen´ı syste´mu se nejv´ıce uplatnˇuje prˇi rezonacˇn´ıch stavech. Jeho pozitivn´ı
vliv na snizˇova´n´ı velikosti amplitud kmita´n´ı syste´mu˚ se hojneˇ vyuzˇ´ıva´ v inzˇeny´rske´
praxi, nebot’ cˇasto prodluzˇuje zˇivotnost strojn´ıch soucˇast´ı a zvysˇuje komfort je-
jich pouzˇ´ıva´n´ı. Jsou ovsˇem i prˇ´ıpady, kdy tlumen´ı (naprˇ. frikcˇn´ı) je povazˇova´no
za nezˇa´douc´ı naprˇ. valiva´ lozˇiska, nebot’ docha´z´ı k parazitn´ımu marˇen´ı mechanicke´
energie a t´ım snizˇova´n´ı u´cˇinnosti syste´mu.
Existuj´ı trˇi za´kladn´ı mechanizmy tlumen´ı
• Vnitrˇn´ı tlumen´ı ( materia´love´)
• Konstrukcˇn´ı tlumen´ı
• Aerodynamicke´ tlumen´ı
Materia´love´ tlumen´ı je zalozˇeno na principu disipace mechanicke´ energie v ma-
teria´lu vlivem mikro a makroskopicky´ch proces˚u. Prˇ´ıcˇina materia´love´ho tlumen´ı je v
existenci mikroskopicky´ch defekt˚u v materia´lu jako jsou hranice zrn, necˇistoty, cˇi po-
hyby dislokac´ı. Na´sledneˇ pak termoelasticke´ efekty zp˚usobuj´ıc´ı loka´ln´ı teplotn´ı gra-
dienty zaprˇ´ıcˇinˇuj´ı nerovnomeˇrne´ napeˇt’ove´ pole a tvorbu disipacˇn´ı energie ve formeˇ
tepla.
Existuje mnoho matematicky´ch model˚u popisuj´ıc´ıch vnitrˇn´ı tlumen´ı materia´l˚u.
Mezi dva za´kladn´ı patrˇ´ı viskoelasticky´ model (7.1)a hystere´zn´ı model (7.2),
f(q˙) = bv q˙ (7.1)
f(q˙) =
bh
ω
q˙ (7.2)
kde bv a bh jsou koeficienty tlumen´ı a ω frekvence kmita´n´ı.
Konstrukcˇn´ı tlumen´ı vznika´ v d˚usledku trˇen´ı mezi dveˇma soucˇa´stmi zp˚usobene´ho
jejich vza´jemny´m relativn´ım pohybem, cˇi v d˚usledku na´raz˚u dvou stycˇny´ch ploch.
Nalezen´ı obecne´ho matematicke´ho modelu konstrukcˇn´ıho tlumen´ı je velmi obt´ızˇne´
a proto se pouzˇ´ıvaj´ı zjednodusˇene´ modely. Nejcˇasteˇji se pro popis konstrukcˇn´ıho
tlumen´ı pouzˇ´ıva´ Coulomb˚uv model suche´ho trˇen´ı (7.3), jehozˇ hystere´zn´ı smycˇka je
zna´zorneˇna na obra´zku 7.7.
f(q˙) = µNsign(q˙) (7.3)
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Parametry konstitucˇn´ıho Coulombova modelu jsou zjiˇst’ova´ny na za´kladeˇ experi-
menta´ln´ıch test˚u. Hlavn´ımi faktory ovlivnˇuj´ıc´ı konstrukcˇn´ı tlumen´ı je samotny´ ma-
teria´l, kvalita a tvar kontaktn´ıch ploch. Du˚sledkem vza´jemne´ho trˇen´ı kontaktn´ıch
ploch mu˚zˇe by´t opotrˇeben´ı, kontaktn´ı u´nava, proto jsou kontaktn´ı plochy specia´lneˇ
upraveny ( kalen´ı, plazmove´ na´strˇiky, na´vary tvrdokovem atd.), aby se zvy´sˇila jejich
odolnost proti opotrˇeben´ı a t´ım zachovaly tlumı´c´ı vlastnosti.
Obra´zek 7.7: Coulomb˚uv model suche´ho trˇen´ı (trˇec´ı s´ıla versus posuv)
Aerodynamicke´ tlumen´ı vznika´ prˇi vza´jemne´ interakci proud´ıc´ıho me´dia a nehybne´ho
teˇlesa resp. prˇi jejich vza´jemne´m pohybu. Toto tlumen´ı ma´ slozˇku visko´zn´ı zp˚usobenou
trˇec´ımi ztra´ty na povrchu teˇlesa a slozˇku tlakovou, ktera´ je zp˚usobena´ poklesem tlaku
za teˇlesem vlivem u´plavu. Tato odporova´ s´ıla je da´na vztahem (7.4),
f(q˙) = cdρq˙
2sign(q˙) (7.4)
kde cd je aerodynamicky´ soucˇinitel odporu teˇlesa, ρ je hustota me´dia a q˙ je relativn´ı
rychlost me´dia v˚ucˇi teˇlesu.
Tlumen´ı u olopatkovany´ch disk˚u axia´ln´ıch turbosoustroj´ı
V dynamice axia´ln´ıch turbosoustroj´ı se setka´va´me se vsˇemi trˇemi mechanizmy tlu-
men´ı. Pouzˇ´ıvane´ vysokopevnostn´ı a creepoveˇ odolne´ materia´ly pro vy´robu lopatek
vykazuj´ı rozd´ılne´ materia´love´ tlumen´ı. Je obecneˇ zna´mo, zˇe toto tlumen´ı je take´
vy´znamneˇ za´visle´ na velikosti amplitudy dynamicke´ slozˇky napeˇt´ı, jak je videˇt na
grafu 7.8. Tyto za´vislosti byly meˇrˇeny na vzorc´ıch nosn´ık˚u obde´ln´ıkove´ho pr˚urˇezu,
ktere´ byly na jedne´ straneˇ vetknuty a vybuzeny pocˇa´tecˇn´ım vy´kmitem (odezva na
pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku). Podrobny´ popis experimenta´ln´ıho zjiˇst’ova´n´ı materia´love´ho
tlumen´ı je ve zpra´veˇ [32].
Prˇ´ıloha 4 - Problematika tlumen´ı 107
Obra´zek 7.8: Materia´love´ tlumen´ı vybrany´ch materia´l˚u lopatek v za´vislosti na
amplitudeˇ dynamicke´ho napeˇt´ı
S konstrukcˇn´ım tlumen´ım se zejme´na setka´me v za´veˇsu lopatky. U lopatek s ny´tovanou
banda´zˇ´ı docha´z´ı k tlumen´ı mezi ny´tem lopatky a banda´zˇ´ı. U modern´ıch typ˚u lopatek
s kontinua´ln´ı vazbou docha´z´ı ke konstrukcˇn´ımu tlumen´ı mezi samotny´mi vazebn´ımi
cˇleny ( naprˇ. banda´zˇ´ı, tie-bossem atd.). Tyto vazebn´ı cˇleny jsou konstrukcˇneˇ navrzˇeny
tak, aby vykazovaly optima´ln´ı konstrukcˇn´ı tlumen´ı. Samotny´ mechanizmus kon-
strukcˇn´ıho tlumen´ı vykazuje nelinea´rn´ı chova´n´ı. Tud´ızˇ stanoven´ı velikosti konstrukcˇn´ıho
tlumen´ı je obt´ızˇne´ a za´visle´ na silovy´ch pomeˇrech ve stycˇny´ch kontaktn´ıch plocha´ch.
V technicke´ praxi se cˇasto vol´ı konzervativn´ı prˇ´ıstup, kdy prˇi dynamicky´ch analy´za´ch
je konstrukcˇn´ı tlumen´ı nahrazeno energeticky ekvivalentn´ım visko´zn´ım tlumen´ım.
Du˚vodem je mimo jine´ zachova´n´ı linea´rn´ıho chova´n´ı syste´mu a t´ım znacˇne´ zjednodusˇen´ı
vy´pocˇtovy´ch analy´z.
Urcˇen´ı konstrukcˇn´ıho tlumen´ı je mozˇne´ pomoc´ı experimenta´ln´ıho meˇrˇen´ı. Toto
meˇrˇen´ı je nejle´pe realizovat za provozu, aby se navodily patrˇicˇne´ silove´ pomeˇry.
Tento zp˚usob je ale velmi financˇneˇ na´kladny´ a v praxi cˇasto velmi obt´ızˇneˇ re-
alizovatelny´, proto se vol´ı jednodusˇsˇ´ı zp˚usob a to meˇrˇen´ı ve vyvazˇovac´ım tunelu.
Nasta´va´ vsˇak proble´m jak vyvodit dostatecˇneˇ velke´ bud´ıc´ı s´ıly, ktere´ by odpov´ıdaly
provozn´ımu stavu. Pro tento u´cˇel se veˇtsˇinou pouzˇ´ıva´ buzen´ı elektromagneticky´m
polem pomoc´ı AC magnetu. Na principu tzv. sweepova´n´ı bud´ıc´ı frekvence se stanov´ı
amplitudo-frekvencˇn´ı charakteristika, na za´kladeˇ ktere´ se urcˇ´ı celkovy´ u´tlum meˇrˇene´
lopatky. Jelikozˇ je ve vyvazˇovac´ım tunelu vysoka´ hodnota vakua, je zmeˇrˇeny´ u´tlum
soucˇtem pouze konstrukcˇn´ıho a materia´love´ho u´tlumu, nebot’ aerodynamicke´ tlu-
men´ı nen´ı prˇ´ıtomne´. Zna´me-li velikost materia´love´ho u´tlumu na za´kladeˇ grafu 7.8,
je jednoduche´ stanovit velikost konstrukcˇn´ıho tlumen´ı.
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Stanoven´ı aerodynamicke´ho tlumen´ı u olopatkovany´ch disk˚u obte´kany´ch pra-
covn´ım me´diem obna´sˇ´ı simulta´nneˇ rˇesˇit chova´n´ı nestaciona´rn´ıho proudove´ho pole s
vlastn´ım kmita´n´ım lopatek. Tento typ u´loh je velmi numericky na´rocˇny´ a proto se v
praxi cˇasto oba proble´my rˇesˇ´ı oddeˇleneˇ, nebot’ se prˇedpokla´da´, zˇe proud´ıc´ı medium
nema´ vy´znamny´ vliv na chova´n´ı lopatek. Da´le se prˇedpokla´da´ pouze jednosmeˇrna´
interakce, cozˇ znamena´, zˇe pouze proud´ıc´ı me´dium je ovlivnˇova´no pohybem lopatek.
Aerodynamicky´ u´tlum se zejme´na stanovuje kv˚uli predikci vzniku samobuzene´ho
kmita´n´ı lopatek (Flutteru). Za provozu mohou nastat takove´ proudove´ pomeˇry, kdy
hodnota aerodynamicke´ho tlumen´ı je za´porna´, cozˇ znamena´, zˇe me´dium prˇeda´va´
cˇa´st sve´ energie lopatka´m a tak docha´z´ı k jejich samobuzen´ı. Je na mı´steˇ zmı´nit, zˇe
aerodynamicke´ tlumen´ı je ovlivnˇova´no tvary kmitu lopatek a uzlovy´mi pr˚umeˇry. Na
obra´zku 7.9 je uka´za´n prˇ´ıklad za´vislosti aerodynamicke´ho tlumen´ı na pocˇtu uzlovy´ch
pr˚umeˇr˚u tvaru kmitu olopatkovane´ho kola.
Obra´zek 7.9: Prˇ´ıklad za´vislosti aerodynamicke´ho tlumen´ı n´ızkotlake´ho stupneˇ
parn´ı turbiny na uzlovy´ch pr˚umeˇrech
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe aerodynamicke´ tlumen´ı je za´porne´ a za´rovenˇ soucˇet konstrukcˇn´ıho a
materia´love´ho tlumen´ı je mensˇ´ı nezˇ aerodynamicke´ tlumen´ı, pak docha´z´ı k vy´znamne´mu
kmita´n´ı lopatek a to u linea´rn´ıch soustav nade vsˇechny meze.
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7.5 Prˇ´ıloha 5 - Hodnocen´ı dynamicky´ch napeˇt´ı z pohledu
vysokocyklove´ u´navy
V kapitole 4.2.3 byla numericky zjiˇsteˇna rezonancˇn´ı napeˇt´ı na lopatce LSB48 prˇi
torzn´ım buzen´ı rotorove´ soustavy v mı´steˇ genera´toru. Nyn´ı se zameˇrˇ´ıme na napeˇt´ı
v nozˇce za´veˇsu, viz. obra´zek 4.17. V ra´diusu horn´ıho krcˇku se vyskytuje kombinace
vysoke´ho strˇedn´ıho staticke´ho napeˇt´ı a amplitudy dynamicke´ho napeˇt´ı. Na obra´zku
7.10 je zobrazeno rozlozˇen´ı dynamicke´ho napeˇt´ı z rˇezu procha´zej´ıc´ım horn´ım krcˇkem
za´veˇsu, tento rˇez je kolmy´ na radia´lu lopatky.
Obra´zek 7.10: Rozlozˇen´ı dynamicke´ho napeˇt´ı HMH [MPa] v horn´ım krcˇku
za´veˇsu
Da´le byl zjiˇsteˇn charakter a pr˚ubeˇh dynamicke´ho napeˇt´ı pode´l cesty A, ktera´ procha´z´ı
mı´stem s nejvysˇsˇ´ım dynamicky´m napeˇt´ım, viz. obra´zek 7.11. Z pr˚ubeˇhu napeˇt´ı v
krcˇku za´veˇsu je videˇt, zˇe maj´ı ohybovy´ charakter, nebot’ ve strˇedu krcˇku je napeˇt´ı
skoro nulove´.
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Obra´zek 7.11: Pr˚ubeˇh napeˇt´ı pode´l cesty A
C´ılem je zjistit, zdali dynamicka´ napeˇt´ı v krcˇku za´veˇsu mohou zp˚usobit porusˇen´ı
lopatky v d˚usledku vysokocyklove´ u´navy. Pro hodnocen´ı vysokocyklove´ u´navy zvol´ıme
metodu NSA (Nominal stress analysis). Je to jedna z nejstarsˇ´ıch metod pro hodno-
cen´ı vysokocyklove´ u´navy, avsˇak je v technicke´ praxi sta´le hojneˇ pouzˇ´ıva´na. Vyjdeme
z Haighova diagramu pro hladky´ vzorek, v ktere´m je mezn´ı u´navova´ cˇa´ra da´na vz-
tahem (7.5)
σA
σc
= 1− σm
σf
(7.5)
kde σA je amplituda napeˇt´ı, σm znacˇ´ı strˇedn´ı nomina´ln´ı napeˇt´ı, σc je mez u´navy
pro strˇ´ıdave´ zat´ızˇen´ı a σf znacˇ´ı fiktivn´ı napeˇt´ı. Mez u´navy σc pon´ızˇ´ıme o vliv kon-
centra´toru napeˇt´ı dle vztahu (7.6),
σ×c =
σcεvηp
β
ξp (7.6)
kde εv je soucˇinitel velikosti, ηp znacˇ´ı soucˇinitel jakosti povrchu, ξp je soucˇinitel vlivu
prostrˇed´ı a β znacˇ´ı soucˇinitel vrubu, ktery´ vyja´drˇ´ıme dle Neˇmce [37].
β =
[
1 + (
αred
νβ
− 1)η
]
ψ (7.7)
Hodnoty pro νβ, η, ψ byly odecˇteny z graf˚u publikovany´ch v [37] a jsou uvedeny v
tabulce 7.2. Koncentra´tor redukovany´ch napeˇt´ı αred stanov´ıme dle (7.8),
αred =
(σmaxA ) red
(σnomA ) red
(7.8)
kde (σmaxA ) red je amplituda sˇpicˇkove´ho redukovane´ napeˇt´ı a (σ
nom
A ) red znacˇ´ı ampli-
tudu nomina´ln´ıho redukovane´ho napeˇt´ı. Obeˇ napeˇt´ı odecˇteme z grafu 7.11.
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Tabulka 7.2: Hodnoty pro soucˇinitele vrubu dle Neˇmce
νβ η ψ αred β
1.1 1 .78 7.1 5.0
V tabulce 7.3 jsou da´ny mechanicke´ vlastnosti materia´lu lopatky vcˇetneˇ meze u´navy
pro strˇ´ıdavy´ cyklus zateˇzˇova´n´ı. Jsou uvazˇova´ny vlastnosti materia´lu prˇi teploteˇ 20◦C,
nebot’ hodnoty prˇi provozn´ı teploteˇ nejsou k dispozici a rozd´ıl mezi provozn´ı teplotou
a nami uvazˇovanou je velmi maly´.
Tabulka 7.3: Mechanicke´ vlastnosti materia´lu lopatky prˇi 20◦C
Mez kluzu Re [MPa] Mez pevnosti
Rm [MPa]
Mez u´navy σc [MPa]
1130 1270 510
Dosazen´ım do vztahu (7.6) z´ıska´me pon´ızˇenou mez u´navy σ×c =59MPa. Pouzˇite´ hod-
noty soucˇinitel˚u jsou uvedeny v tabulce 7.4.
Tabulka 7.4: Hodnoty soucˇinitel˚u
εv ηp ξp
1 0.72 0.8
K vykreslen´ı mezn´ı u´navove´ cˇa´ry v Haighoveˇ diagramu potrˇebuje da´le zna´t fik-
tivn´ı napeˇt´ı σf , ktere´ stanov´ıme pro cyklicke´ zateˇzˇova´n´ı v ohybu jako 1.4 na´sobek
meze pevnosti Rm. Da´le vyneseme do diagramu 7.12 bod reprezentuj´ıc´ı rezonacˇn´ı
kmita´n´ı prˇi nomina´ln´ıch ota´cˇka´ch. Staticke´ nomina´ln´ı napeˇt´ı v krcˇku za´veˇsu bylo
urcˇeno na za´kladeˇ staticke´ analy´zy lopatky vystavene´ p˚usoben´ı odstrˇedivy´ch sil. Jeho
hodnota je 540MPa. Nomina´ln´ı amplituda ohybove´ho napeˇt´ı byla odecˇtena z grafu
7.11. Vy´sledna´ bezpecˇnost v˚ucˇi pon´ızˇene´ mezi u´navy vlivem vrubu prˇi uvazˇova´n´ı
nemeˇnne´ho staticke´ho zat´ızˇen´ı lopatky vycha´z´ı 1.3. To je hodnota velmi n´ızka´.
Minima´ln´ı hodnota bezpecˇnosti by meˇla by´t veˇtsˇ´ı nezˇ 2.5 tak, aby pokryla neurcˇitosti
a rozptyly hodnot pouzˇity´ch prˇi sestavova´n´ı Haighova diagramu a vy´pocˇtu rezo-
nancˇn´ıch napeˇt´ı. Obdobny´m zp˚usobem jako byla stanovena bezpecˇnost pro kriticke´
mı´sto v krcˇku za´veˇsu, mu˚zˇe by´t stanovena bezpecˇnost pro libovolne´ mı´sto na lopatce
naprˇ. na tiebossu, viz. obra´zek 4.18.
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Obra´zek 7.12: Haigh˚uv diagram pro napeˇt´ı v krcˇku za´veˇsu lopatky LSB48
Lopatka LSB48 byla frekvencˇneˇ navrzˇena tak, aby k rezonacˇn´ımu kmita´n´ı nedocha´zelo
a vy´sˇe uvedena´ metoda hodnocen´ı rezonacˇn´ıch napeˇt´ı je ilustrativn´ı. Za´rovenˇ si je
autor veˇdom toho, zˇe kvalita s´ıteˇ v mı´steˇ krcˇku za´veˇsu nen´ı dostatecˇneˇ jemna´ tak,
aby prˇesneˇ vystihla sˇpicˇkove´ napeˇt´ı v ra´diusu. Pro tento u´cˇel by musela by´t pouzˇita
metoda submodelingu, jako tomu bylo v pra´ci [34].
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7.6 Prˇ´ıloha 6 - Parametr buzen´ı obeˇzˇny´ch lopatek
V turbina´rˇske´ praxi se mu˚zˇeme cˇasto setkat s parametrem buzen´ı ε definuj´ıc´ım mı´ru
buzen´ı obeˇzˇny´ch lopatek. K jeho zaveden´ı existuje podobny´ d˚uvod jako pro parametr
vybuditelnosti χ (3.38). Tento parametr ε vsˇak nerespektuje tvar vlastn´ıho kmitu,
ale jen rozlozˇen´ı bud´ıc´ı s´ıly po plosˇe lopatky.
Prˇedpokla´dejme, zˇe tlakove´ pole za rozva´deˇc´ı mrˇ´ızˇ´ı je po de´lce lopatky nemeˇnne´ a
je po obvodeˇ harmonicky rozlozˇeno tak, jak je naznacˇeno na obra´zku 7.13 . Statickou
slozˇku tlakove´ho pole v tomto prˇ´ıpadeˇ neuvazˇujeme. Z pohledu rotuj´ıc´ı lopatkove´
mrˇ´ızˇe se tlakove´ pole jev´ı jako cˇasoveˇ harmonicky promeˇnne´.
Obra´zek 7.13: Cˇasovy´ pr˚ubeˇh tlaku za rozva´deˇc´ı mrˇ´ıˇz´ı p˚usob´ıc´ı na obeˇzˇne´
lopatky
Tlakove´ pole matematicky pop´ıˇseme dle (7.9),
p(ϕ, t) = p0sin(z1(ϕ+ Ωt)) (7.9)
kde z1 je pocˇet rozva´deˇc´ıch lopatek, Ω je u´hlova´ rychlost p0 je amplituda tlaku. S´ıla
p˚usob´ıc´ı na jednu obeˇzˇnou lopatku je da´na integra´lem,
f(t) = (r21 − r22)
2pi
z2ˆ
0
p0sin(z1(ϕ+ Ωt))dϕ = ..... = f0cos(z1Ωt+ β) (7.10)
kde z2 urcˇuje pocˇet obeˇzˇny´ch lopatek, β u´hel fa´zove´ho posuvu, ktery´ v tomto prˇ´ıpadeˇ
nema´ vliv na vy´slednou amplitudu buzen´ı. r1a r2 definuj´ı sˇpicˇkovy´ resp. patn´ı
polomeˇr lopatky. Amplituda bud´ıc´ı s´ıly f0 je da´na vztahem (7.11),
f0 =
(r21 − r22)p0
z1
√
2(1− cos(2piz1
z2
) = ε
(r21 − r22)p0
z2
(7.11)
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kde
ε =
z2
z1
√
2(1− cos(2piz1
z2
) (7.12)
Zavedeme parametr buzen´ı ε , ktery´ uda´va´ za´vislost velikosti amplitud bud´ıc´ı s´ıly na
pomeˇru pocˇtu rozva´deˇc´ıch lopatek ku obeˇzˇny´m. Za´vislost je zobrazena na obra´zku
7.14.
Obra´zek 7.14: Za´vislost velikosti bud´ıc´ı s´ıly na pomeˇru pocˇtu rozva´deˇc´ıch
lopatek ku pocˇtu obeˇzˇny´ch
Na za´kladeˇ grafu 7.14 se jev´ı jako optima´ln´ı volit pocˇet rozva´deˇc´ıch lopatek jako
cele´ na´sobky pocˇt˚u obeˇzˇny´ch lopatek, pak bude p˚usob´ıc´ı bud´ıc´ı s´ıla na lopatku
minima´ln´ı. V praxi se pomeˇr z1/z2 pohybuje v rozsahu 0.6 azˇ 1.2, cozˇ je ovlivneˇno
pozˇadavkem na maxima´ln´ı u´cˇinnost. Tento parametr je sp´ıˇse orientacˇn´ı a slouzˇ´ı prˇi
na´vrhu turbinove´ho stupneˇ k vy´beˇru vhodne´ho pomeˇru z1/z2 .
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Anotace
Disertacˇn´ı pra´ce se zaby´va´ problematikou dynamicke´ analy´zy olopatkovany´ch
disk˚u axia´ln´ıch turbosoustroj´ı. U´vodn´ı kapitola je zameˇrˇena na pochopen´ı chova´n´ı
rotacˇneˇ periodicke´ struktury. Pro jednoduche´ 1D rotacˇneˇ symetricke´ kontinuum
(prˇedepnuta´ stocˇena´ struna) je sestavena pohybova´ rovnice, ktera´ je na´sledneˇ ana-
lyticky rˇesˇena. Jsou nalezeny jej´ı vlastn´ı frekvence a vlastn´ı funkce. Dalˇs´ım krokem
je rˇesˇen´ı vynucene´ho kmita´n´ı pro neˇkolik typ˚u buzen´ı. Typy buzen´ı jsou vybra´ny
takove´, ktere´ se mohou objevit na rea´lny´ch olopatkovany´ch disc´ıch turbosoustroj´ı
nebo prˇi experimenta´ln´ım meˇrˇen´ı. Je uka´za´no, zˇe vybuzene´ kmity maj´ı r˚uzny´ charak-
ter za´visly´ na typu buzen´ı. Existuj´ı dva za´kladn´ı druhy kmita´n´ı rotacˇneˇ symetricky´ch
struktur: stojate´ vlneˇn´ı, beˇzˇ´ıc´ı vlneˇn´ı.
Dalˇs´ı kapitola pra´ce je zameˇrˇena na dynamickou analy´zu rotacˇneˇ periodicky´ch
struktur (olopatkovany´ch disk˚u ) s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky, ktera´
umozˇnˇuje vy´znamny´m zp˚usobem zredukovat pocˇet stupnˇ˚u volnosti dane´ u´lohy, resp.
vy´pocˇetn´ı na´roky. V teoreticke´ cˇa´sti jsou odvozeny vztahy pro vy´pocˇet moda´ln´ıch
vlastnost´ı olopatkovany´ch disk˚u a na´sledneˇ jsou diskutova´ny jejich vlastnosti. Da´le
jsou odvozeny vztahy pro vy´pocˇet odezvy na harmonicke´ buzen´ı pro r˚uzne´ typy ro-
zlozˇen´ı sil po obvodeˇ kola. Pro vy´pocˇet moda´ln´ıch vlastnost´ı a vynucene´ho kmita´n´ı
periodicky´ch struktur s vyuzˇit´ım rotacˇneˇ periodicke´ podmı´nky byl sestaven vy´pocˇetn´ı
na´stroj PERIO v prostrˇed´ı MATLAB.
Byla sestavena metodika vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı pro dlouhe´ va´zane´ lopatky.
Je uvazˇova´no linea´rn´ı chova´n´ı kontaktn´ı vazby beˇhem provozu lopatek. Navrzˇena´
metodika vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı pro dlouhe´ va´zane´ lopatky mimo jine´ zahrnuje
spra´vnou volbu okrajovy´ch podmı´nek. Tato metodika byla aplikova´na prˇi vy´pocˇtech
moda´ln´ıch vlastnost´ı koncove´ n´ızkotlake´ lopatky LSB48, ktere´ byly ned´ılnou soucˇa´st´ı
procesu konstrukcˇn´ıho na´vrhu. Porovna´n´ım nameˇrˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch
frekvenc´ı se podarˇilo oveˇrˇit jednak korektn´ı naladeˇn´ı lopatky LSB48 a da´le metodiku
vy´pocˇtu moda´ln´ıch vlastnost´ı va´zany´ch lopatek. Experiment potvrdil, zˇe existuje
velmi dobra´ shoda mezi vy´pocˇtovy´m model a skutecˇny´m d´ılem, nebot’ odchylky u
nameˇrˇeny´ch a vypocˇteny´ch vlastn´ıch frekvenc´ı se pohybovaly do 3%.
Byla oveˇrˇena mozˇnost pouzˇit´ı staticke´ redukce za u´cˇelem vy´znamne´ho sn´ızˇen´ı
pocˇtu stupnˇ˚u volnosti lopatky s vazebn´ımi cˇleny. Je vsˇak nutna´ spra´vna´ volba master
uzl˚u (stupnˇ˚u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejme´na v oblasti kontaktn´ıch ploch
vazebn´ıch cˇlen˚u.
Pro posuzova´n´ı mı´ry vybuditelnosti vlastn´ıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ a byl odvozen vztah pro jeho stanoven´ı v prˇ´ıpadeˇ pouzˇit´ı rotacˇneˇ
periodicke´ podmı´nky. Tento vztah byl pouzˇit prˇi vyhodnocova´n´ı mı´ry vybuditelnosti
vlastn´ıch tvar˚u lopatky LSB48.
Za´veˇrecˇna´ kapitola se zameˇrˇuje na vza´jemnou interakci lopatek a rotoru prˇi
torzn´ım kmita´n´ı. Na zjednodusˇene´m modelu dvojdisku s lopatkami je prezentova´n
princip vza´jemne´ interakce lopatek a rotoru. Jedn´ım z hlavn´ıch c´ıl˚u analy´zy zjednodu-
sˇene´ho modelu bylo proveden´ı detailn´ıho rozboru vlivu jednotlivy´ch parametr˚u (tuhost,
121
hmotnost lopatek a rotoru) na vlastn´ı frekvence a na rezonancˇn´ı amplitudy kmita´n´ı
lopatek. Model je mozˇno svy´mi parametry naladit tak, aby s akceptovatelnou prˇesnost´ı
predikoval vza´jemnou interakci skutecˇne´ rotorove´ soustavy s lopatkami.
Pro zprˇesneˇn´ı predikce moda´ln´ıch vlastnost´ı syste´mu lopatky-rotor (prˇi torzn´ım
kmita´n´ı rotoru) byla sestavena metodika, ktera´ je zalozˇena na metodeˇ MKP, kdy je
rotor modelova´n pomoc´ı 1D nosn´ıkovy´ch prvk˚u a lopatky pomoc´ı 3D objemovy´ch
prvk˚u a da´le je pouzˇita podmı´nka cyklicˇnosti. Tento postup vy´pocˇtu vza´jemne´ho
torzn´ıho kmita´n´ı rotoru a lopatek byl zautomatizova´n pomoc´ı APDL jazyka v prostrˇed´ı
ANSYS. Navrzˇena´ metodika umozˇnˇuje velmi rychle a operativneˇ analyzovat va´zane´
torzn´ı frekvence rotoru a lopatek. Korektnost a prˇesnost navrzˇene´ metodiky byla
oveˇrˇena experimenta´ln´ım meˇrˇen´ım na pokusne´m kole s lopatkou LSB48.
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Anotation
The thesis focuses on dynamic behavior of bladed disks of axial turbomachin-
ery. The first section is dealing with axisymmetric structure in order to understand
behavior of rotational periodic structures since they exhibit very similar proper-
ties. Equation of motion for simple 1D continuum (preloaded coiled string) was
determined and afterwards analytically solved. Natural frequencies and functions
were found out first and then forced response was analyzed for different kinds of
excitation forces. They were selected as can be met on actual bladed disks of turbo-
machinery during operation or during test rig measurement. It was proven that two
basic responses exist: rotating and fixed wave vibration.
The next chapter is dealing with dynamic analysis of rotational periodic struc-
tures utilizing equation of cyclic symmetry. This approach enables to reduce signifi-
cantly number of degree of freedoms. Within theoretical part the relation for modal
analysis of bladed disk is built up and then bladed disk properties are discussed. Re-
lations for forced response calculation are presented and different types of harmonic
force distribution around the bladed disk are distinguished. The new computation
tool called PERIO was built in MATLAB. It allows determining modal properties
and forced response of the periodic structures using cyclic symmetry equations.
The new methodology using cyclic symmetry was applied on a bladed disk with
long interconnected blades designated as LSB48. The bladed disk system was consid-
ered as linear in terms of modeling contact at interlocking elements. Determination
of appropriate boundary conditions was part of the work in order to obtain the
most relevant model of the bladed disks. The FE model was verified from view of
calculated natural frequencies against the measured data. Full scale measurement
test under rotation confirmed good agreement between the both calculated and
measured frequencies. The relative difference was up to 3%.
Application of static reduction was considered in order to significantly reduce
number of degree of freedoms (dof). It was found that an application of the reduction
is feasible with reasonable amount of accuracy however selection of master dofs is
crucial especially in regions around the interlocking elements.
A shape response factor was derived for the rotational periodic structure in order
to determine how extensively a particular mode shape can be excited in dependence
to excitation force. This shape response factor was evaluated for first four mode
shapes of the blade LSB48.
The final chapter focuses on coupled rotor blade torsional vibration. The sim-
plified model of double disk with blades is considered for revealing basic principle
of torsional interaction between blades and disks. The detailed study was carried
out in order to find relation between natural frequencies and bladed disk parame-
ters ( stiffness and mass of blade and disk). The simplified model is possible to set
up to represent the actual rotor train system with blades however accuracy is just
moderate.
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The unique methodology for prediction of coupled rotor-blade frequencies was
developed in order to get accurate results of modal analysis with reasonable compu-
tation effort. The method is based on FE when a rotor and blades are modeled with
1D beam and 3D solid elements, respectively. Cyclic symmetry equations are con-
sidered for bladed disk behavior. This approach was implemented into ANSYS using
APDL programming language. The good accuracy and correctness of the method-
ology were verified on a test rig using full-scale blades LSB48.
